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PRÉFACE. 






Encouragé par l'accueil bienveillant fait à la pre- 

«Y^mière Partie de cet Ouvrage, je me suis décidé à 

^publier ce second Volume, dans lequel j'ai traité 

» tous les sujets de composition pour la Licence donnés 

à Paris, depuis i885; j'y ai ajouté quelques-unes des 

^- questions les plus intéressantes parmi celles qui ont 

^été proposées en conférence à la Sorbonne, ou 

v:{^données, soit par les autres Facultés, soit dans les 

concours d'Agrégation. 

Les Chapitres qui ont été plus particulièrement 
développés sont ceux qui traitent des variables ima- 
ginaires, en Analyse, de la cinématique et de la 
dynamique des systèmes, en Mécanique. On y re- 
marquera encore les solutions de nombreuses ques- 
tions d'Analyse, à l'aide des coordonnées curvilignes 
introduites dans la Science par Gauss et dont, jus- 
qu'à présent, on n'avait fait qu'un usage assez res- 
treint dans les applications; le lecteur appréciera 
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M PRÉFACE. 

ainsi les services rendus par Temploi de ce système 
de coordonnées. 

Enfin, et pour répondre au désir qui m*a été for- 
mulé maintes fois depuis la publication du premier 
Volume, j'ai donné, dans une troisième Partie, les 
solutions de questions variées d'Astronomie, propo- 
sées comme exercices pratiques aux examens de 
Licence. Ces solutions m'ont été communiquées par 
M. Tabbé Stoffaes, professeur d'iVstronomie à notre 
Faculté, auquel je suis heureux d'adresser ici tous 
mes remerciements pour sa précieuse collaboration. 
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107. Calculer l'intégrale définie 

J^ x^\/ x'^ — I 

Décomposons cette intégrale en deux autres 



x^ l . l\" Tt 
r== = ( — arc sin — ) = - ; 



idx 






sjx'^ 
ViLLiÉ. — Comp. II. 
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Pour calculer cette dernière, posons — = z 



X ' 













on a donc I = o. 

On arrive plus élégamment à ce résultat en par- 
tant de 



L = 



J xyjx^ — i ^* J ^^ 

__ sjx^ — I r dm r dx 

^^ J X ^x^ — I J x^ yjx'^ — I 

d'où 

/dx r dx _ sjx^ — I 

X ^X^ — I J x^ ^X^ — I ^^ 

et 



i = ,_y^îl=i, =„. 



x^ , J 



108. Trouver la valeur de V intégrale définie 



TC 



C^ I— acosa? , 

1=1 -dx 

J I — 2acosa?-4-a2 



a désignant une constante réelle. 

On distinguera deux cas suivant que a sera infé- 
rieur ou supérieur à l^ unité, 

(Paris, novembre 1887, 2' question.) 

X 

Posant, suivant la méthode générale, tang-=^, on a 



2 



_ r^ i[{\ — a) -^ z^{i-¥- a)\dz 



(i~a'^)dz 



^ r' dz r' 

[(i-ha)zl^ Tc 
arc tang-s -f- arc tang '— = - -t- arc tang 
I — a J 4 



I -+■ a 
1 — a 



QUADRATURES. 3 

ce dernier arc devant être compris entre et H Or, si 

l'on désigne par arctanga la détermination inférieure 
à - en valeur absolue, on a 

I -4- a TT , 

arc tanff = - -h attc + arc tanga ; 

° I — a 4 

suivant que a > i , on devra donc faire A* = o ou A* = — i , 
et l'on aura 



I = arc tanga 



On obtient plus directement cette formule en remar- 
quant que 



Ti / ^^ r — a cosrr 



I = / dx = 




r — n. rne t 

dx 



sin*a7 



cosrr — a\2 



SlDâ7 



[cosa7 — al* , TT 

arc tang . 1 = arc tanga ±: - 





< 



suivant que a^ i . 

109. On considère la courbe définie en coordonnées 
rectangulaires par les équations 

x = t^ — 6t, y —-3t^-i-3at, 

où t est un paramètre variable et a une constante. 
Ayant exprimé, au moyen de tj l^ intégrale s qui 
représente l'arc de la courbe, on décomposera s en 
une partie algébrique et une transcendante 



f 



- dt 



v/R(0 
et on calculera les coefficients A, B et G, 
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Prouver que, si a^ = 8, le polynôme R(^) admet une 
racine double; prenant alors pour a la valeur i \/i , 
on donnera V expression explicite de s en fonction de t, 

(Paris, novembre t888, a® question.) 

On a 

dx = Zdt{t.^—i), dy — Zdt{it^a), 



considérons Fintégrale 



I = 1 = piitifi^^^ti d, 



7* -I- 4 a« -I- a2 -f- 4 



on peut la décomposer en deux autres . 

l = I t dt H- / , — - dt : 

J v/R(0 J v/R{0 

la première, intégrée par parties, devient 
on a donc 

J v/R(0 
d'où 

A = o, B = 6a, G=:2a2-^8. 

Pour a = 2 y/ 2 , on a 

R (t) = t'^-hSs/lt-h 12, 

R'(0 = 4(«^-h2v/2) ; 

ces deux fonctions admettent le facteur commun t -H y/2 
On a alors 

R(0 = (<-t-v/i)n(<-»/ï)' + 4], 



QUADRATURES. 

et le terme à intégrer prend la forme suivante : 



/ 



at 



(«-f-v/2) V(^-/2)'-t-4 

J s/(«-v/â)'H-4 

= 12 v/2 log [^ — /^ H- v/(^ ^ v/2)* -I- 4 J ; 



d'où 



S r= t{t -\- ^1) >J {t — s/lf -^- ^ 

-+- I2/2l0gL^ — /2-f- V (^— /2)*+4j. 

110. On propose de démontrer que les deux inté- 
grales 

V{x)= rS:!l.dt, Q(:r)= r I}^dt, 

I 

ou X est une variable positive, vérifient V équation 

d'^Y I 

dx^ -^ X 

Déduire de là que ces deux fonctions sont identiques. 

(Paris, novembre 1888, i^' question.) 

Les règles de la differentiation sous le signe / étant 
évidemment applicables, on a 

d^V 



' r dt, 

^1 + ^2 

d'où 



dx^ 





d^V 
dx^ 

On a de même 



H-P= r e-i^dt = ^ 



£*Q _ n 2sin^ 
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or, en intégrant Q (^) par parties, on obtient 

les deux fonctions P(^) et Q(^) vérifient donc bien l'équa- 
tion différentielle donnée. 

Enfin, sironpose5 = P — Q, i, satisfaisant à l'équation 

différentielle ' 

d'^z 



dx^ 



-4- -s = o, 



est de la forme z=^ a ûnx 4- b cos^. Faisons x = ihiz 
il viendra .3 = 6, quel que soit k] mais si k tend vers l'in- 
fini, l'élément sous le signe / étant nul pour P et Q, on 
a P — Q = o, donc b = o] on verrait de même, en faisant 
^ nir (a/:^- ^TT, que a = o. On a donc identiquement 

P(^)=:Q(^). 

Si l'on donne à ^ la valeur zéro, la première intégrale 

est éffale à - 1 d'où la formule connue 

^ '1 



s. 



sin ^ , Tc 

T- dt — -• 

t 2 



111. Déterminer la valeur de V intégrale définie 



a' 



e * cos ^^"35 aa. 



2a2 



(Lille, juillet i886). 
Soit, plus généralement. 



-P(?)'(5)-. 



OÙ les fonctions, d'ailleurs arbitraires, /et cp soient telles 
qu'on puisse appliquer à l'intégrale les règles ordinaires 



QUADRATURES. 

du calcul des intégrales définies, on a 



±= rf(-)9-(—)— 



OU, en posant - = ^ et prenant x positif, 



c'est une intégrale de même forme que y. On en déduit 
successivement 









dx 



dx^ 

or cette dernière, dans l'exemple proposé, est évidemment 
égale à — y\ l'intégrale cherchée satisfait donc à l'équa- 
tion différentielle 

dx'* •^ ' 

elle est par suite de la forme 

y = eyT^ l a cos hôsin-— )-+-e V^(c cos — = -\- d sm —y 

Pour déterminer les constantes, nous calculerons direc- 
tement y et ses trois premières dérivées pour x =^o\ 
on a 

\dx^/o \dx^/o Jo 2 À 
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d'où, en identifiant, les quatre équations 

a-{- c = 1 / -y a-h b -h d — c= — i/ - » 

b — d = o, b — a-i-ûf-4-c = i/ - > 
qui nous donnent 

V 2 

L'intégrale cherchée a donc pour expression 

y = 4 / - e V 2 cos — - , 
dans laquelle x est essentiellement positif. 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



112. Intégrer V équation différentielle 

(Nancy, juillet i883.) 

Cette équation du second ordre est homogène en x^ y, 
dx^ dy et d'^y\ pour l'intégrer, on pose 

y=ua;, dy=pdx, d^yz=q-—; 



l'équation devient 

(n- u^)q — up^-^-p^-^-p — tt = o, 
d'où 

On a d'ailleurs 

•^ '^ dx^ dx X 

et, par suite, 

dx __ du __ dp ^ 

X ^ p — u q ^ 
cette équation s'écrit avec les données actuelles 

du _ {i-^u^)dp 

T-^" (M— />)(!+/>*)' 

ou 

du dp 
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dont l'intégrale est 

arc tanga -h arc tang/> = arc tang ^— = arc tangc, 

d'où 

c — u 

on en déduit la relation entre x et u 

/' \ dx _ (i-\~cu)du _ I d[c — u(i-¥- cu)]^ 

l'équation proposée a donc pour intégrale générale 
(4) rp2_^2_2Cia7 = G2; 

ce sont des hyperboles équilatères rapportées à leur centre 
et comprenant CQmme solution particulière la famille de 
droites 

On arrive plus rapidement à la solution si l'on écrit 
l'équation donnée sous la forme 

<--^'>ë-('S-^)h(i)']-° 

ou 

xf — y 






\-r-Y 



qui n'est autre que l'équation (2); elle donne 



dx X I 



X dx 



qui conduit immédiatement à l'équation (4). 

113. Déterminer Vintégrale générale de Véquation 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. Il 

différen tie lie 

Reconnaître si V équation a des solutions singulières, 

(Ecole Normale, juillet 1884, 2' question.) 

Résolvant par rapport à -^> les variables se séparent et 
Ton trouve 

dx ^ dy y^ , 



^ —y{y — '^^)—yvy{y — '2^) , 2a_ / ^a ' 

y V y 

cette équation s'intègre aisément en posafit 

2a 

1 = f 2 

y 

et donne 

y \^ / 

ou la famille d'hyperboles 

aa?'-!- cxy h — c'j' = o. 

La droite y = 2a, enveloppe de ces courbes, est solu- 
tion singulière. 

114. Trouver l'intégrale générale de Véquation 
différentielle 

d^y ^ dy _ 6x^-^ ijx -\- 13 
—-£ 5 -î: — h 6r = • 

dx^ dx -^ ^x-^\f 

(Paris, octobre 1884, i*^' question.) 

L'équation caractéristique 

a* — 5a -4- 6 = o 

ayant ses racines simples ai = 2, a2='3, la formule de 
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Cauchy permet d'obtenir une solution particulière. On 
peut encore remarquer que le second membre s'écrit 

a 5 6 



(a? -H 1)3 (a7-+-i)* X -h i 
ce qui met en évidence la solution particulière 

d'où l'intégrale générale 

I 



^ = Cl 6**4- 02^3* -H 



X-hl 



115. Trouver V intégrale générale de V équation 

linéaire 

d^y d^y dy __ 

dx^ dx^ dx ^ ^ 

(Paris, novembre i886, i" question.) 
L'équation caractéristique 

a^ — a2-+-a — i = o 

a pour racines i et d= i, de sorte que cosir est solution de 
l'équation sans second membre. 

Pour obtenir une intégrale particulière, on pourrait 
suivre la méthode du n® 16; il est plus simple de remar- 
quer (n** 14) que si dz ki est racine /i^^™® de l'équation 
caractéristique, on trouve une solution de l'équation pro- 
posée en posant 

j^o= x^i^a sinX:.r-t- b ces Ara?). 

Dans le cas actuel, /i = r, A* = i , on obtient, en substi- 
tuant ^o dans l'équation donnée et identifiant, 

a — b —— -, 
4 
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d'où la solution générale 

4 
116. Intégrer V équation différentielle 



-S=4(l)"-1' 



OÙ k est une constante donnée. Supposant k commen- 
suràble, trouver toutes les valeurs de k pour lesquelles 
l'intégrale s'exprime en termes finis et indiquer le 
moyen de V obtenir, 

Achei^er V intégration en prenant k= ^et suppo- 
sant que la dérivée -^ soit nulle pour y:=±\J — i . 

(Paris, juillet 1889, 2' question.) 

Posant -^ z=p^ d'où -^ =p-£^9 l'équation proposée 
devient 



dont l'intégrale est 



yp-^^Kp^-"^)^ 



pt — i=^cy^k^ 



et le problème revient à intégrer la différentielle binôme 



1 
dx — dy{ I -h cy^^) *. 



L'intégrale s'exprime en termes finis quand — 77» ou 

encore — ,— est un nombre entier. 
2A: 

Avec les données particulières de l'énoncé, on a c = i, 
et l'expression à intégrer est 



dx = 



_ dy 
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on y arrive immédiatement en posant y = z^, et l'on ob- 



tient 

X 






117. On considère V équation différentielle du se- 
cond ordre 

f{x) étant une fonction quelconque de x. Montrer 
qu^ on peut trouver une fonction F(w), telle qu^ en effec- 
tuant dans V équation précédente le changementde fonc- 
tion y ^=^Y{u), V équation à laquelle satisfera la nou- 
velle fonction usoit une équation différentielle linéaire. 
Comme application, on recherchera V intégrale géné- 
rale de (i), quand fi^x) = — — j« 

(Paris, juillet 1888, a® question.) 

Effectuant le changement de fonction indiqué, l'équa- 
tion proposée devient 

P(«)[r(„)g-.P'(«)g] 

Déterminons F(a) par la condition que les termes en -t— , 
disparaissent ; on aura l'équation 

(3) F(a)F^(M) = ir»(w); 

en la mettant sous la forme 

^"{u) _ I W(u ) 
F'(a) " % F(tt)"' 

on a successivement 

F'(m) = 2c v/F(m;, y = F(a) = {eu -h c')^, 
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et l'équation (2) prend la forme linéaire 

ou, en disposant des constantes, 

(4) 5^="/(^)- 

Dans le cas particulier de Ténoncé, cette équation 
devient 

posant X = e^, elle se transforme en la suivante 

d^u du u __ 
'dW^'di "^4 ""' 

d*où 

t 

w = e* (a -+- ht^ = sfxi^a -4- h loga?) 
et enfin 
(6) ^ = w2=: a7(a -+- ôlogir)'. 

118. Intégrer V équation différentielle 

d^Y dv 

. En général, l'équation différentielle 

peut s'abaisser à une autre, d'ordre n — i , lorsqu'elle ne 
change pas en y changeant simultanément ^ en X^ et ^ 
en yP^y> Effectuant le changement indiqué, on doit donc 
avoir, \ étant une constante, 



(2) 
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Posons alors 

d'où 

dx = e^ dz, dy = e^^ ( mu -^ -^\dz\ 

d^ 
d^y dx dz r^ ,w F / n / n ^" d^u'\ 

, «^«/. / du d^u\ 



dx"^ -^ \ ^ dz dz"' } 



Substituant dans l'équation proposée, e*^ sera facteur 
commun, en vertu de l'identité ( 2 ), et il restera une équa- 
tion de la forme 



(3) 



-/ du d^u d^u\ 



dont l'ordre pourra s'abaisser d'une unité, puisque la va- 
riable ^ n'y figure pas. 

Appliquons à l'équation donnée qui satisfait à la condi- 
tion indiquée pour m = 2, A' = 4;ona 



dx \ dz I dx^ 



^du d^u 

d'où l'équation 

/ / \ d^u , .du 

(4) _+a(i-«)^=o, 

qui admet la solution u = const. = c; ^ = cx^ est donc 
solution de la proposée. L'équation (4) donne successive- 
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ment 

z = — log — ^ SI c = — a', 

2a M — I -t- a 

(5) 

I ^ a— 1 . , 

z = 0L-\ — arc tang si c = a', 

d'où les solutions 

y = x^ [i-+- a tanga(logar — a)]. 

La famille de paraboles précédemment trouvée est solu- 
tion particulière (c' = o) de la première de ces équations. 

119. Sur/aces de révolution, telles que le produit des 
rayons de courbure principaux soit dans un rapport 
constant avec le rayon du parallèle. 

(Gaen, novembre 1887, ^' question.) 

Prenons Taxe de ces surfaces pour axe des y\ on devra 

avoir 

pip,= A:a?; 

or 

dx 
d'où l'équation 

(i-i-D*)' = ±:^D-^> =n(a7 — c) = -7 —* 

On a encore 

dy=pdx=àzk ^ ^ , 

± (7 - c') = - (arc tang/> - ^-J^) ; 
ViLLiÉ. — Comp, 11. 2 
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négligeant le double signe qui est sans intérêt, les valeurs 
de X et y peuvent s'écrire 

k k 

X — c = cos'a = — T (H- cos2a), 

, k I tan&:a \ k , . . 

Y — c= -(a '- — r— ) = - (2a — smaa); 

^ 2 \ I -h tangua/ 4 ^ '' 



ce sont les équations de cycloïdes engendrées par un cercle 
k 

4 



de rayon - roulant sur une parallèle quelconque à l'axe 



des y. 

120. Intégrer les équations différentielles simulta- 
nées 

dy -\- dz = dx. 

(Gaen, novembre 1887, i""** question.) 
La première équation donne immédiatement 

y^Z = C(X-r-l)] 

la seconde devient, en posant yz = u, 

/ V du , , . 

(a?— l)-j 2M H- C*(iFH-l) = O, 

d'où 

Les fonctions j^ et z sont donc les racines de l'équation 

Y*— c(ar + i)Y-4- c'(x — iy-h c^x = 0, 
c(x -+-i)±:(x — i) /c» — 4c' 



Y = 

d'où 



y =z ax-^ b, z= bx-\- a. 



I 
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Plus simplement, les équations proposées, résolues par 
rapport à dy et rfz, donnent 



^^ _xy-z ^^ ^^_ xz-y 

d'où 



dy = -4 dx^ dz = — r — — dx, 

•^ a?» — - 1 a?* — I ' 



dy — dz — dx. 



X — I 



et l'on a le système intégral 

x-\-\ X — I ^ 

qui conduit au résultat précédent. 

121 . Etant donnée V équation différentielle 

à quelle condition Vintégrale générale de cette équa- 
tion représentera-t-elle une famille de courbes iso- 
thermes, c'est-à-dire à quelle condition t intégrale 
générale pourra- t-elle se mettre sous la forme 

M(a?, ^) = const., 
la fonction u satisfaisant à V équation 

dx^ "^ dy^ " ^' 

Quand cette condition sera satisfaite, comment 
pourra-t'On intégrer V équation différentielle proposée? 

(Ecole Normale, 1887, i** question.) 

Soit [Ji le facteur intégrant , tel que 

V-idy — F dx)= du = o; 
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on aura successivement 

du „ du 

à^__ ^ _p^ d^u _d\L^ 

dx^ ~ ^ âx dx^ dy^ ~' ày' 

d'où l'équation exprimant que les courbes sont isothermes 
en y joignant l'équation 
on en tire 

Ces deux dernières équations nous donnent 

^dx ^d —(— F~\dx {^-F—^d 
dx ^J^ __ \ày àx) \dx cj/ / 

- _ n-F» 

OU 

()F ^ ()F , 
-T- dy — 3~ <^ 

(3) rflogfx=-i6?log(i-hFî) • ''^ ^-^ 



1 4- F» 

exprimant que le dernier terme de cette équation est, 
comme les defux autres, une différentielle exacte, on aura 
la condition cherchée 

dF_ âF 

d dx à dy 



dx i-^F^ c>7 i-h F» 
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OU, en développant, 



(4) 



2F dx^'^dj^ AjF 



F» /àFY /àF\* AfF 



Quand cette équation sera satisfaite, l'intégrale du se- 
cond membre de l'équation (3) donnera le logarithme du 
facteur intégrant, ce qui permettra d'obtenir la fonction u 
cherchée. 

122. Prouver que, pour que deux différentielles 
Ml rfa? -f- Ni dy, Midx-\-^% dy 

admettent un facteur intégrant commun, il faut et il 
suffit qu'une certaine expression P rf:r -|- Q û^k soit une 
différentielle exacte. Trouver P e^ Q, ainsi que le fac- 
teur intégrant commun [Ji. 

On a, par hypothèse, 

{jtMi dx -\- fxNi dy =■- û?Fi, [xMî dx -+- fxNj dy — dF^ ; 
d'où 
dF^ ,, aFi ^, àF^ ,, àF^ 

et, en égalant les dérivées rectangles, 

c!X * ^J^ dx ^ âx^ 

M^ + M ^ = fx^-4-N ^. 
^ ày ^ dy ^ dx ^ dx 

De ces deux équations, on tire 

àji _ \dy dx I \dy dx J ^ 

<^ar ~ ^ MiNa-M^Ni ^ ' 

^ _ ^ \ày àx I \dy dx I ^ ^. 
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portant ces expressions dans la valeur de 

on a 

-1- = û? log ii. = F dx -hQdy; 

donc V dx -^Qdy doit être une différentielle exacte, et le 
facteur intégrant cherché a pour expression 

123. On donne V intégrale définie 






' oà a, 6, a et p sont quatre constantes réelles dont les deux 
dernières sont positives : y peut être considéré comme 
une fonction de x; on demande de démontrer qu^ elle 
satisfait à une équation linéaire de la forme 

x-j-^ -h(Aa7-+-B)-f- -h (Aia? -hBi) v = o, 
dx* ' dx ^ "^ 

où A, B, Al et Bi sont quatre constantes dont on déter- 
minera les valeurs. 

Cette équation étant obtenue, on examinera en par- 
ticulier le cas où 

a = i, b= — I, a=p=i. 

Quelle sera alors Cintégrale générale de V équation? 

(Paris, juillet i885, T' question.) 

Posons, pour simplifier, V = (^ — a^ (z — è)P ; d'où 
y= I \e-^dz, ^= / yze^^dzy ^= / ^z^e^^dz; 
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il faudra vérifier l'équation 

Jr \e^^x(z^'^kz-hki)dz-\- I \e^^(Bz-^Bi)dz = o 

OU, en intégrant le premier terme par parties, 

[e^^V(.5«-hA^-hAi)]' 

-j-\y{z'^-^kz-^\{)\e^^dz^ I \e^^(Bz-hBi)dz = o\ 

le terme intégré étant nul, puisque Va= V^= o, il reste 
f |v(B5H-Bi)— ^[\(z^-^Az-hki)]le^^dz = o. 

On satisfait à cette équation en posant 

dV 

V(B^ 4- B, ) — ^ (^« -H A^ H- A, ) - V(2^ -I- A) = o; 

az 

or -7- admet les racines a et è aux degrés a — i , ^ — i ; 

dV 

^ = a{z-' a)a-i (z — 6)P-4- P(^ — a)^{z — 6)P-i ; 

posons donc 

^^H- A^ + Al = {z — a) {z — b) 

ou 

A = — (a -h 6), Al = a6, 

il restera à vérifier l'équation 

(B — 2)i5 H- Bi — A = a(5 - 6) -h ^{z — a), 
ce qui donne 

B = 2-ha-i-p, Bi=: — (a -h 6 -ha6 -h pa). 
Dans le cas particulier de l'énoncé, on trouve 
A = o, Aj = — I, B = 4, Bi = o; 
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d'où l'équation 



d\r ^ ,dy 
dx^ dx 



^T7±5 +4:,*^-^jK = o, 



dont on connaît la solution particulière 



— f (z — i)(z-f-i)e^^dz==j {i — z^)e^'dz. 



Or la solution générale d'une équation linéaire du second 
ordre de la forme (n® 21 ) 

dont on connaît une intégrale particulière ^o est donnée 
par la formule 

y n ri rdx -f^^dx 

ro J xl 



appliquant à l'équation trouvée, on a 

f = Go-4- G, f^^e-f'-^=Co-^G, A 

yo J ri J ^ 



dx 



ro " 'J rV V x^y% 

Formons 



-+-1 _ x»-+-l 



I r I r 

yo= - / e^^xdz / z^e^^xdz 

= {-e^^\ -^f~e^^] -h - / ze^^dz 
\x /_, \x /_i X J_^ 

[gzx "1+1 2 , a /•"*"* 

d'où la solution générale 
^__ x(e^-he-^)-(e^—e-^) \^^^ ^ T ^' ^^ 



/r 



x^ i J [x{e^-he-^)—{e^—e-^)]^y 



I 
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or 



x^ dx __ I a7(c* — e-^) — (c^-4-c-*) 



/ 

on a donc finalement 



c^ — hC'e-^ — — 



124. Équation de Bessel 

X -7-^ -^im-~- -{- xy = o. 
Soit, plus généralement, l'équation linéaire 

(i) {a^x -h 60) ^ + <a, jr + ^j) __Z +...+ (a„a7-+- 6„)7 = o, 

étudiée par Laplace {Œuvres complètes, t. VII) : propo- 
sons-nous de rechercher si l'on peut déterminer deux 
constantes a et p, et une fonction V de 2, telles que 

soit solution particulière de l'équation proposée. 
On a généralement 

d^y /*" 



d'où 



Vz"*e^^ dz, 



^diVz^) 



x-j-^= I Yz^^e^^xdz = [Yzfnez^]l— I -~j 'e^^dz; 

le premier terme sera nul si l'on assujettit V à s'annuler 
pour z =■ OL et z= ^ 

(2) V(a) = V(P) = o; 
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substituant alors dans l'équation proposée, on aura 

(3) / — «0-^ --^bo\z^—...— an-^-^bny\e^''dz = o. 

Pour que cette intégrale soit nulle, il suffit que la pa- 
renthèse le soit; or elle est de la forme 

dN 

(4) -^P(^)-hVQ(^) = o, 

P et Q étant des polynômes de degré /i en z; on a donc 

V P(^) V >5— ai Z—<Xn/ 

V = e^o^(z — ai)^i(z — aj)Aj. . . (^ — «„/». 

On prendra pour a et p les racines ai et a^, par exemple, 
si Ai et A2 sont positifs, et alors y sera donné par l'inté- 
grale définie 

(5) y=l e^»^(^ — ai)^^{z — ai)^*...{z — an)^''e^^dz. 

Si les quantités A sont toutes positives et les racines a 
simples, on pourra ainsi déterminer n — i solutions parti- 
culières distinctes et, par suite, abaisser l'équation au pre- 
mier ordre ; l'intégration de l'ëquation proposée sera alors 
ramenée aux quadratures. 

Appliquant ces résultats à l'équation de Bessel, on a 

diWz^) ,, d\ 

dz dz 

ou bien 

et, en intégrant, 

V= (i -h ^« )'»-!; 

supposant m ^ i , nous prendrons pour a et ^ les racines 
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± i et nous aurons 



y z= c j (i -I- z^)'f^-^e^^dz. 

Pour ramener / à la forme ordinaire, remplaçons z par 
zi et c par — /, il viendra 

-j-i 



y == I (i — z^)"*-^ e^^'^ dz ; 



or 



l'intégrale / (i — z- )"^~ * sin zx dz^ ayant ses élé- 
ments égaux deux à deux et de signes contraires, est 
nulle, et il reste 

y= I (i — z^)^-^ cos zx dz, 

125. Équation de Riccati 

dy 



dx 



-h Xo7» -T- Xi^ -f- X, = o, 



les quantités X^, Xi, X2 désignant des fonctions de x 
seulement. 

Si l'on connaît une fonction j^q qui vérifie cette équa- 
tion, on pourra effectuer l'intégration; il suffira de poser 

d'où 

dz 

^ -+- (Xi -+- 270X0)^ -h Xo>5* = o ; 

c'est un cas particulier de l'équation de BernouUi. 

On peut considérer l'équation de Riccati comme se rat- 
tachant aux équations linéaires du second ordre. Posons 

en effet j^ z= -, u ex. v étant deux fonctions de ^; il vient 

du dç 

v-^ M -7 — h Xo z*' -f- Xi MP -h Xj i'' = o. 
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Prenons comme seconde relation entre u et ^^ 



il restera 



du ^ ^ 



dv ^ , Y 



or la première donne 

__ ^ du 
Xj dx' 

portant dans la seconde, il viendra 

d^u _, du ^ 

P et Q étant des fonctions connues de x. Nous arrivons 
ainsi à une équation linéaire du second ordre : soit 

U = CiUi-T- C^Ui 

la solution générale 5 nous avons 

U ^ U ^ CiUi-^C^Ut 

y = — = — A2 — , = — Aj ; • 

i' u Cl u\ -+- C2 u^ 

Il n'entre dans cette expression que la constante arbi- 

C2 

cati est de la forme 



traire c = — ? et l'intégrale générale de l'équation de Ric- 



a-4- c6 

y= ô' 

a -hcp 

les lettres a, 6, a et j3 désignant des fonctions de x. On 
sait donc de quelle manière figure la constante arbitraire 
dans l'intégrale générale de l'équation de Riccati. On peut 
tirer du résultat précédent cette conséquence , que le 
rapport anharmonique de quatre solutions quelconques 
est constant. 

Prenons le type suivant, que l'on sait intégrer. 
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posant j^ = x'^z^ il vient 

dz , 

d'où 

dz , , 

=— - =x^-^dXj 

c—-bz^ ' 

équation dans laquelle les variables sont séparées ; on a 
finalement 



^, /c e '^ -+-G 



e ' -G 
126. Equation de Jacobi 

{ax -f- by -\- c)dy -\- {a' x -+- t'y -+- c') dx 

-\-{a''x -{- y y -V- d'){xdy — y dx) = o. 
Posons 

U V 

X = —y y = —; 
w w 

il viendra 

(au -h 6p -+- cw) {wdç — ç dw) -h (a' m -h b'v -H c w) (wdu — u dw) 

+ (a"M-i- 6"p-H c" w){u dv — V du) — o. 

On satisfera à cette équation en posant 

— du dv dw 



au-h ôv -^ cw a' u-\- b'v -h c'w a'^u-i- b" ph- c" w 



= dt\ 



d'où les équations différentielles linéaires, à coefficients 
constants, 

-r = — («M -h Oi' -H cw ), 

-— =a u-^b V -hc Wj 
at 

—7- = a M -H 6V -h c w ; 
^ at 

en les traitant par la méthode de d'Alembert, on les ra- 
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mène à la forme canonique 

d^ ^ dy\ d^ y 

5|, ^2 et 53 étant les racines de l'équation caractéristique 
du groupe précédent. 
On en déduit 

ç = cie*i^, 7) = C2eV, Ç = Cje^s', 
d'où 



s 






or 

5 = (au -h ^v-\-fw) = («37-1- Pj^H-'Y)«', 

par suite 

Eliminant w', on a l'intégrale cherchée 

(a' a? -+- p'^ -f- y')*'^**~*'^ (aa? 4- ^^ -h y)*»^*»~*»^ "" k'^*-^» ~" 
ou 

(aa7-H-pj^H-Y)*a~"*»(a'a7H-pyH-Y')*»~*«(«''^-^P'y-^Y'')**~*»= const. 

127. On sait que la recherche d^une courbe gauche 
pour laquelle le rayon de courbure R et le rayon de 
torsion T sont donnés en fonction de Varc s revient à 
l'intégration du système 



dd ol' 


rfa' 


OL ol' 


di!' a' 


ds r' 


ds ~~ 


" r""t' 


ds " T' 



oii a, a' et a" désignent les cosinus des angles que font 
açec une droite fixe la tangente, la normale principale 
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et la binormale. Effectuer V intégration de ce système 

quand 

lis i i . s 

a et b étant des constantes, avec les conditions initiales 
suivantes : 

a = i, a'=o, a"=o pour 5 = 0. 

(Paris, juillet 1887, i"* question.) 

Le problème consiste à intégrer le système (Inéquations 
linéaires simultanées du premier ordre 

^ doL , s , M s . . * 

6 -j- = a cos - > -j- = — a cos a sm - > 

as a as a a 

(0 1 , . 

-7— = a sm - : 
as a 

appliquons la méthode d'élimination 

, d>7! \ I , s _ 5\ I , 

o -j-T- = - 1 a sin a" cos - | — 7- « » 

ds^ a \ a a) h 

,d^a' I / s „ , s\ 

-5—. = — - ( a cos h a" sm — ) 

ds^ a* \ a a I 

I Id^ . s doi" s\ I dd' __ /h i\ rfa' 
a \ds a ds a) b ds '^ \a' b) ds ' 

d'où Téquation linéaire à coefficients constants 

dont l'intégrale générale est 

,«, , . )/a^ -f- 6» v^as -h 6» 

(3) a=Ci^-CîSm^ t 5 -h C3 cos î^^ 7 s, 

au ao 

et, en tenant compte des conditions initiales, 

a = Cl I I — cos ^^ T 5 I -f- Cj sm -^^ r s. 
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On a, pour délerminer a et a", les deux équations 

s „ ' s , dd' 

Cf. cos — h a" sm = — 6 -r- 

a a as 






. s „ s y d^a a . 

a sm a cos - = ab — ^-^ -t- t * 

a a ds^ b 



a« 



ab 






^ _ 1^0, (^i - cos -^^ . j -4- c, sm -^^- . J , 



d'où 



a 

on a donc 

^ , a . v^a* H- 6« 
a = , sin ^ 7 5, 

(4; 'j acos — H a*^ sin - = cos -î^ = 5, 

a a ab 

. . s „ s b . Ja^ -H b^ 

. a sm a cos — = • sm i s ; 

\ a a ^^2_^52 a6 

comme vérification, on a bien 

a2-f-a'2-4-a''2 = i. 

Résolvant les équations (4), on a la solution cherchée 

, a . v^a2-H62 

a' = sm -^^ =; 5, 

y/a^^l)2 ab 

//jx ) 5 \/a2-i- 62 b . s . \/a^-hb^ 

{,0) { a = cos - cos 7 s -\ sm - sm = s, 

^ a ab y/^2 _|_ 52 a ab 



„ . s x/à^-^-b^ b s i/a2_|_62 

a = sm - cos 7 s ^ cos - cos j s. 

a ab Jq% _|_ 52 a ab 

Pour trouver les équations de la courbe, nous pren- 
drons l'axe des x parallèle à la tangente à la courbe au 
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point pris pour origine des arcs (ainsi que le suppose 
renoncé), et les axes des y et des z respectivement pa- 
rallèles à la normale principale et à la binormale au même 
point. Nous aurons alors, pour 5 = 0, 

P = o, P'=i, p''=o; Y=o, y'=o, /=!. 

Tenant compte de ces données on a, en se servant des 
mêmes équations générales qui nous ont fourni a, a' 

et a'', 



(6) / Scos h p sm- = sm- = s, 

Q • s r.„ S ab ( /ÔM^^ 
P sin p" cos - = — j- \ I — cos T 



, ab l \/a^-^b^ 



, . . s „ . s b . yJa'^ -h 62 

(7) \ Y cos — 1- Y sm— = sm s. 

' « a yja^^b^ ab 

.s a s I /^ • t. y/a'^^b- 

Y sm Y cos - = r- I a* -f- 6' cos -, s 

^ a ^ a a^-\- b^\ ab 

Ces équations nous donnent 

dx s Ja^ -+- b^ 

a = -7- = cos — cos 7 — s 

as a ab 

b . s . Ja'^ -h b^ 

H — ,, sm — sm î s, 

^a^^lyi a ab 

^ dy a s . \/a^ -{- b^ 

p = ~- = , cos — sm —7 s 

as ^ fjï ^i/L a ab 



(8) 



ab ( . s .s \la^^ b^ 

-\ y- I sm sm — cos ; s 

a^-\-b^\ a a ab 

dz b s , s/a'^ -h b^ 

Y = -T- = . cos — sm j s 

"* Ja"^ -h 62 ^ ^b 

I f ^ . s ,„ . -s \/a^-{- 62 \ 
a2 sm — h 62 sm — cos i s ); 



«2 4- 62 V a a ab 

ViLLiÉ. — Comp. II. 
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et, en les intégrant, 



Xz= 



. \\/a^-hb^—b) %\n- j- s 

lay/a^-^ b^ L ^f> 



(9) 



b 



[s i /-s r^ 2.\2 4/a2-i- 62-+- è 
aa* cos i-(/a2_}_ 62_ôj cos ^^ t * 

/ 1—^ To r\2 /a2^.^2_^, 1 

-f-(/a2H-624-6)^cosï^ T s , 

ia{a^-k~b^) \^ b^ a ^^ ^ ab 

( /—. — TZ il\2 }Ja^-\-b'^ — b "1 
^ H-(/a2+62-h6) cos- T * . 

Ces équations conduisent à la relation 

(lo) az — 6^ = a2cos-; 

la courbe traverse le plan az — by = o en une infinité 
de points 5 = a(2A'H-i)-> et a en ces points son rajon 
de courbure infini et son rayon de torsion égal à zb 6. 
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128. Trouver les surfaces telles que, en chaque 

OT 
point M, on ait -^rz^ = const. = A", ï étant la trace du 

plan tangent sur Vaxe Oz, Déterminer la surface, 
dans le cas de A" = — i , par la condition qu^elle con- 
tienne le cercle 

(Conférence de la Sorbonne, 1884.) 
On a 

OT = z—px — qyy OM = p = /a?^ 4- ^2 ^_ ^2^ 

d'où l'équation linéaire aux dérivées partielles 

px ■+■ qy = z — k ^x^-+-y^-h z^f 

que l'on intègre en posant 

dz 



dx dy _ 

^ "" r ^ — A: /a72 -+- ^2 _,_ ^2 

X dx -\- y dy -^ z dz 



X 



^-\-y^-{-z^— kz ^x^-hy^-\-z^ 



ou 



dx ^ dj _ dz _ dp _ dp — dz 

X '^ y z — kp p — kz (i-+-A:)(p — zY 



on en tire 



^ = CiiF, p — Z-=C^X^^^, 
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L'équation générale des surfaces cherchées est donc 
Faisant A" = — i , on a 

ces surfaces sont engendrées par une parabole d'axe O^, 
située dans un plan azimutal et dont le sommet se déplace 
avec le plan, tandis que le paramètre varie. Si l'on assu- 
jettit la surface à contenir le cercle donné, on obtient le 
paraboloïde de révolution 

x2^y2— a(a-\- iz). 
129. L'ensemble des droites de ^espace 

(i) X = az-\-pj y = bz-{- q^ 

pour lesquelles les coefficients a, 6,/?, q vérifient la re- 
lation 

(2) aq — bq =^ k (constante donnée), 

forment, suivant la locution admise, un complexe li- 
néaire; on dit, par suite, qu^une droite appartient au 
complexe quand, les équations de cette droite étant mi- 
ses sous la forme (i), les coefficients vérifient la rela- 
tion ( 2 ). Ces définitions étant rappelées, et en supposant, 
de plus, les coordonnées rectangulaires, on formera 
V équation aux dérivées partielles à laquelle satisfont 
les surfaces dont les normales appartiennent au com- 
plexe linéaire qui précède, et V on inté gréera cette équa- 
tion. On déterminera ensuite la fonction arbitraire qui 
figure dans V intégrale générale, de telle sorte que la 
surface passe par Vaxe de cordonnées Oy, 

(Paris, juillet 1888, 1" question.) 
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Les équations de la normale à une surface, en coordon- 
nées rectangulaires, étant 

pour que cette droite fasse partie du complexe (i), il faut 

que 

/ dz\ àz I àz\ , 



àz_ 
àx 



l'équation aux dérivées partielles des surfaces cherchées 
est donc 

(^) ■ ' ^|-^£=^' 

dont l'intégrale générale s'obtient en posant 

dx _ dy _ dz _ X dy — y dx _ xdx -^y dy 
y x ~~ k ~~ x^-^-y^ ~~ o ' 

d'où 

z V f\ 

x^-^y^=(Xy T = arc tang— -j- p. 

/c X 

L'équation de la famille de surfaces est 

y 

z = k arc tang — '+-f(x^ -^y^) 

X 

OU, en coordonnées semi-polaires, 

(4) z = k^-h^{r); 

les sections azimutales s'obtiennent par le déplacement, 
parallèlement à O^ et proportionnellement à 0, d'une 
courbe z = ^{r)] la surface est un hélicoïde général. 
Pour que la surface contienne l'axe des y^ il faut que 

cp(r)=-A:^, 
et l'on a l'équation 

(5) ^ = A:(e-^), 
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qui représente un hélicoïde gauche ayant O^ comme di- 
rectrice recliligne et xOy pour plan directeur. 

130.. Équation aux dérivées partielles des surfaces, 
telles que chaque plan tangent forme , avec les plans 
coordonnés rectangulaires , un tétraèdre de volume 
constant. 

Trouver une intégrale complète et la solution singu- 
lière. 

En supposant le plan des xy hoi^izontal, trouver les 
ombilics et les lignes de plus grande pente de la surface 
représentée par la solution singulière. 

(Poitiers, juillet i885.) 

Soient X, Y et Z les coordonnées des points de ren- 
contre du plan tangent 

avec les axes coordonnés \ on a 

V ^y — ^ V px — z „ 

X = ic-t--i^^^ > X—y-^i- , Z = z—px — qy\ 

d'où Téquation aux dérivées partielles 

(i) z=ipx-^qy-^aYpq^ 

en supposant à a le double signe. On obtient une intégrale 
complète de cette équation de la forme classique 

z=zpx-^qy-^^(j),q\ 

en posant/? = a, gr = p, a et p étant des constantes quel- 
conques. L'intégrale complète est donc 

(2) ^ = aa? -f- p^-h a/ôp. 

Pour avoir l'intégrale générale, on posera arbitraire- 
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ment p =y(a), et Ton prendra l'enveloppe de la famille 
de plans 

(3) z = aa:-+-7/(a)H-av/a/(a); 

rintégrale générale représente donc une infinité de sur- 
faces développables. 

Enfin la solution singulière enveloppe des plans (2) est 
fournie par l'élimination de a et P entre les équations 

3/-r ôF d¥ 

ce qui donne l'équation 

(4) xyz = — =b^. 

Les trajectoires orthogonales des lignes de niveau 

de cette surface, \ étant un paramètre variable, sont les 
lignes de plus grande pente; or l'équation différentielle 
de ces lignes de niveau est 

dv 

celle des lignes de plus grande pente, dont les projections 
sur un plan horizontal coupent orthogonalement celles des 
lignes de niveau, est donc 

y — a7-7-=o ou x^ — y2=c; 

ce sont, en projection, des hyperboles équilatères comme 
les lignes de niveau. 

Les équations des ombilics 

i-f- p^ _ i-\-q^ __ pq 
r ~ t ~ s 
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donnent, pour la surface (4), 

x'^y^ -f- b^ x^y^ -\- b^ b^ 
ixy ~ ^xy "" xy' 

d'où la solution x'^=y^= b'^ ] on obtient ainsi huit om- 
bilics situés sur la sphère de rayon b^, à laquelle la sur- 
face est tangente en ces points. 

131. Intégrer l'équation aux dérii^ées partielles 

p -\- q^xz = o. 
On aies dérivées partielles du premier membre 

P = I, (1 = iqxZ) X = q^Zj Y = o, Z=q^Xy 
en sorte que les équations simultanées 





dx 
P 


dr 
Q ~ 




dz 


— 




dp 




dq 


• 


p/ 


^-i-qq 


X 


-h Zp 


Y 


-^Zq 


deviennent 


• • 

ICI 


















dx — 


dy 
iqxz 


= 


dz 
q^xz 


= — 




dp 


= 


dq . 




?'(. 


z -hpx) 


q^x' 


d'où 








x^ 


a 


I 
9-* 


9 










dx — 


dz 
xz 


{x'^ — a 


), 


z 










= Gv/a?2- 


-a, 





j dz f— izdz z^ , 

dy — 1 — = 2dz yx^ — a = — 7^ — , v = —■ + 6. 

q G "^ G 

Eliminant C entre les équations qui donnent z et y, on a 
rintégrale complète 

y =^ z ^x^ — a -\- b, 

qui fournit l'intégrale générale, en posant arbitrairement 
b =f(^a) et éliminant a entre l'équation précédente et sa 
dérivée par rapport à a. 
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132. Trouver ^équation des sur/aces telles que le 
plan tangent en un point quelconque x^ y^ z découpe 
sur les trois axes coordonnés des longueurs OA, OB, 
OC, satisfaisant à la relation 

X X OA -\-y X OB -\- z X OC = const. = K. 

(Lille, juillet 1889.) 

L'équation aux dérivées partielles de ces surfaces est 
(ii« 130) 

X Y K 

— 1- — — ^ = o; 

p q px-\-qy — z 

posant 

u = px -H qy — z, 

on a, pour les dérivées partielles du premier membre de 
cette équation, 

p u^ q u^ u^ 

^ X Kx ^ y Ky 

pi u^ ^ qi u'- 

et, par suite, 

P q u^ u^ 

X-\-Zp=--p, Y-hZq = -—q; 

d'où le groupe d'équations simultanées 



dx dy dz 




dp 


dq 


X y z 




P _ 


q 


I K " I K ~ 


K 

W2 


I 


I 


On en déduit 








dx dz dy dz 


dp 


dq 




X z y z 


P 


I 




I ' I 

I 1 I 

p^ q^ 


I 

~7^ 
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d'où les deux intégrales 



^ _aZ. 



^ z ^ z 



éliminant p et q entre ces équations et celle de la surface , 
on obtient une intégrale complète 



I I 



qui représente une famille de surfaces du second degré , à 
centre, rapportées à trois diamètres conjugués, et notam- 
ment, si les axes sont rectangulaires, la sphère 

elle ne peut donner d'ellipsoïdes réels que si R > o. 

On aura la solution singulière, en éliminant les deux 
paramètres arbitraires a el b entre l'équation précédente 

F = o et ses deux dérivées partielles — = o, -r^ = o ; or 

une combinaison simple de ces deux dernières donne im- 
médiatement 

a^cc^ = b^y^y ax = ± by = X ; 

remplaçant, dans F = o et -p ^ o, a et 6 par - et zt - > 
puis éliminant X, on a finalement les huit plans 

réels ou imaginaires suivant que K^o. Ils forment un oc- 
taèdre régulier si les axes sont rectangulaires. 

133. Déterminer la fonction f{z) = X + lY, dont la 
partie réelle est 

2 smix 



X = 



e^y -h e-^y — 2 cos 2 x 

(Grenoble, novembre 1884.) 
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On a 

dx ^ dy ~~ (e^y-h e-^y — 2 cosaa?)* 
d'où 

Y = h cp(k); 

e^y-he-^y— acosaa? tv-^ /j 

or l'équation — = — exige <p(j^) = const. Laissant de 
côté cette constante, on a 

-, ^ 2s'inix — i(e^y — e-^y) 

f(z)=i ^^ 

•^ ^ ^ e^y-\-e-^y—icosix 

sin2:r — sinaiV , . 

= : :£_ = C0t(a7 -+- iv) '. 

cos2iy — cosaa? 
c'est la fonction cherchée à une constante près. 
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CHAPITRE IV. 



TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 



134. Trouver les courbes qui coupent à angle droit 
toutes les coniques du faisceau 

<^l> ^ \ 

\ étant un paramètre variable. 

Dans quel cas trouvera-t-on des coniques ? 

Éliminant A entre l'équation proposée et sa dérivée 

ab dy ^ 

if? — a ax 

on a l'équation différentielle de la famille de coniques 

ab ^ ^ lab dy 

—i y^ -hi — ax^ = • xy ^ = o ; 

nb — a^ ib — a "^ dx 

celle de leurs trajectoires orthogonales est donc 

7,ab xdx x^ I ab 

— a —2 -{ — ; H -, = o. 



aô — aydy y^ y^ ib — a 

Posant —7 = A", ^^ — . ^ y2 = ç; elle devient 

iakv -= au-\- \ -\- akv = o : 

dv 
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cette équation linéaire étant intégrée donne 



ou 



x^ = cv^H -r^ — : 

•^ a ik — I 

c'est l'équation cherchée. Elle ne représente des coniques 
que pour A* = i, a = 6; elle donne alors la famille de 
cercles 

les coniques données sont également des cercles (n° 41). 
Pour /: = - ou a = o, on a ]a famille de droites jK= const., 
trajectoires orthogonales des droites aX^-f- i = o. 



135. Trajectoires orthogonales ou obliques de quel- 
ques courbes planes, 

(Conférences de la Sorbonne.) 

Soit F (^) une fonction de la variable complexe i;=:r -h i/; 
si nous formons F(<s) = X-h «Y, la famille de courbes 
X = c admettra pour trajectoires obliques sous l'angle a 
la seconde famille X — Y tanga = c'. 

En effet, la condition pour que deux courbes 

f{x,y) = c, o{x,y)==c' 
se coupent sous l'angle a est, en posant tanga = /:, 

dx ày ày dx \ àx àx dy dj) ' 

l'équation à vérifier est donc 



dX /dX j dY 



l^ -. h ~\ — — (— — k ~\ 
\dx dx J dx\ dy dy ) 

\^dx\dx àx / ' dy\dy ày ) y 
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or le premier membre se réduit à 

/dXdY dXdY\ 



ou a 



\dx dy dy àx)^ 

*[(S)'-(I)*]' 

en vertu des identités 

ày'~ àx^ àx ^ à y 

et il en est évidemment de même du second. 

Si l'on fait A* = oc, on en conclut que les deux familles 
de courbes X = c, Y = c' se coupent orthogonalement. 

Appliquons à quelques exemples : 

_, ^ I I cosô .sin6 

z r(cos6 -H ïsinO) r r 

on a les familles 

COS0 cos6 sinô , 

= c . 1 tanff a = c ; 

r ^ r r 

la première comprend tous les cercles tangents au point O 

à l'axe OjKî et la deuxième, — = c'cosa = c^ , les 

mêmes cercles ayant tourné de l'angle a. 

2° F{z) = Z^ = X^ — y* -^^i^'y 

d'où les deux familles d'hyperboles équilatères 
x^ — y^ = c, x^ — y^ — ikxy =- c' , 

I cosae — gsin^^e ^ 

3 F(^) = - = --^ , 

la première famille 

COS26 I « . A 

T— = c = — r ou r* = a*cos26 

r2 a* 
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donne des lemniscates, et la seconde 

I 
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cosaO sinsO , 



cosa 



ou r2=6*cos(20 — a); 



ce sont les premières lemniscates qui ont tourné de 
l'angle - • 

4" F(^)=log(^-i)--log(^-hi). 

Soient M {fig* i) le point d'affixe z et les longueurs 




OA = OB==i : le module et l'argument de iJ — i sont 
respectivement AM et a, d'où 

MA 



F(^)=log 



MB 



î(a-P); 



MA 



on en conclut que les cercles '^^ = c ont pour trajectoires 
orthogonales les cercles 



a — p = M = c', 



passant par les points A et B. 
5° Prenons encore 



Posons 



F (z) = log(^ -H /i^^^i) = X -t- lY. 
z-\- v/^2 — I ^ r(cosô -+- isinô) = re^^ 



nous aurons 



X = logr, Y = e; 



or de Téquation z -H y/^^ — i ^^ ^^i^ on tire , en prenant 
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l'irrationnelle conjuguée, 

d'où 

2-5 = 2 (a? -h «y ) = re'^ + r-* e-^^ 



et 



= ( r H — j cos , iy = Ir j sin 6 . 



Les courbes X = c ou r = const. s'obtiennent en éli- 
minant 

^ -^^^^ =: I • 



r 



0" ('-0 



ce sont des ellipses dont les foyers sont les points fixes 
^ = dzi. Leurs trajectoires orthogonales, 9 = const., 
s'obtiennent en éliminant r, et sont les hyperboles 



a?2 






cos^O sin^ô 
homofocales aux ellipses. 

136. Trouver les trajectoires orthogonales des géné- 
ratrices d^un hélicoïde réglé et celles des hélices que 
décrivent les divers points d^une génératrice. 

(Conférences de la Sorbonne.) 

On appelle hélicoide la surface lieu des hélices qui ont 
un axe commun et le même pas, et qui passent par les 
divers points d'une directrice. Lorsque la directrice est 
rectiligne, comme dans le cas qui nous occupe, l'héli- 
coïde est réglé ; cette surface peut être regardée comme 
engendrée par une droite qui tourne autour de l'axe, en 
même temps que le pied de sa distance à l'axe décrit Thé- 
lice de gorge. 

Les variables indépendantes étant u et 8, les équations 
de la surface sont, en coordonnées individuelles : 

^ = acos6 — asinO; j^ = asinô -t- wcosO, ^ = /0-h6w; 
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6 == const. donne les génératrices rectilîgnes et u = const. 
les hélices. 

La relation de perpendicularité entre deux familles de 
courbes dx^ dy^ dz ; Sx, Zy et 8^ est 

dx hx -\- dyhy -^ dzZz =^ o] 

or, pour les génératrices, 

Zx = — SusinO, 8^ = 8mcosô, 8-s = fcSa; 

d'ailleurs, on a généralement 

dx = — a sin 6 d^ . — u cos rfô — sin 6 du , 
dy =^ acosôû?0 — Msinô rfO -hcosôrfw, 
dz= Id^ -\-bdu\ 

d'où, pour Téquation cherchée, 

(a-+- /6)rfô-H(i -^b^)du = 

ou 

(i -h b^)u-\-(a-t- lb)% = const. 

Si Ton fait /=o dans les équations de la surface^ 
celle-ci devient l'hyperboloïde de révolution , et nous 
retombons sur le résultat directement obtenu au n° 46. 

Les trajectoires orthogonales des hélices u = const. 
s'obtiennent en prenant 

Sa? = — (asinô -+- acosô)§6, 
^y = (a cos 6 — a sin 6) 86, 

8^ = /8e, 

d'où 

(«2 4- /*-+-M«)c?Ô-t-(a4- lb)du=zo 

et, en intégrant, 

A A a-hlb u 

6 — 8o = 7= arc lang 



Dans le cas de l'hyperboloïde, cette équation devient 

u = — atang(0 — Oq), 
ViLLiÉ. — Comp, II. 4 
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d'où la relation entre :r et^ 

qui représente les plans méridiens de la surface; c'est 
qu'en effet les hélices deviennent les parallèles, et leurs 
trajectoires orthogonales les méridiens de la surface. 

137. On donne, en coordonnées semi-polaires, la 
surface 

et Von propose de trouver : • 

I** La projection sur le plan des xy des courbes 
coupant orthogonalement, sur la surface, les sections 
azimutales; 

2" Le volume compris entre les plans coordonnés et 
la portion de surface comprise dans le trièdre positif, 
en supposant f {^) = — cos^ô. 

(Toulouse, novembre î884.) 
I** On a, pour les sections azimutales 9 = const., 

d'ailleurs, pour une courbe quelconque de la surface, 

dx = dr cos 6 — r sin 6 rfô, 

dy = û?r sinô -\- r cosô <iô, 

dz = t/r/(e) -t-(r — a)/(0)rfÔ; 

d'où l'équation diff^érentielle des trajecloires orthogonales 

« 

dont l'intégrale est 

(r-a)s/i+/2(e)=c. 

2° La surface dont il s'agit est une surface réglée dont 
toutes les génératrices rencontrent l'axe des z ; elle coupe 



TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 5l 

d'ailleurs le plan des xy suivant le cercle r = a ; avec 
y*(0)= — cos^ô, les génératrices rencontrent toutes la 
partie positive de Taxe des ^, et l'on a 

dWz=zrdrd^ = r(a — r) cos2 rfrû?6, 



7£ 

2 x,a 



f cos20â?e/ {<x — r)rdr = 

«^0 



14 



.12 
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CHAPITRE V. 



RAYONS DE COURBURE ET LIGNES DE COURBURE. 



138. On considère la chaînette représentée par 
V équation 

a 

y = - 



X 

a 



X 

a 



soit D la développante de cette courbe passant par le 
sommet A. En faisant tourner D autour de Ox, on ob- 
tient une surface de révolution; démontrer que le 
produit des rayons de courbure principaux en un point 
quelconque de cette surface est constant. Quelle est la 
valeur de cette constante? 

(Ecole Normale, i886, première question.) 

La chaînette jouit de cette propriété que la distance du 

Fig. 2. 




pied {fig* a) P de l'ordonnée à la tangente à la courbe 
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est constante et égale à a ; on a en effet 



PK =y cosa 



v/^^ 



or 



d'où 



( 



dx 2 



/ X x\ J 



et, par suite, PK = a. 

D'ailleurs, le point K décrit la développante de la chaî- 
nette, issue de A; en effet, on a 



ds=dx\J i-\-{^'j^=^-^dx\e''-\-e ^ J, 



X X 

et I a a 

S = — \ e — e 




MK=v6^i^:r^=-4/ e"+6 " _4 = f^{e«_e " ) = s. 



.f \ 2 / X 

a 



Les deux rayons de courbure principaux de la surface 
de révolution engendrée par la courbe lieu des points K 

sont KM et Kl, et Ton a bien KM x Kl = KP"" = a^. 

139. Déterminer la fonction f de telle sorte que le 

conoide z^=f{^\ soit coupé par le plan x = i suivant 

une ligne de courbure, 

(Conférences de la Sorbonne.) 

L'équation différentielle des projections des lignes de 
courbure sur le plan des xy 

dx -\-p dz __ dy -\- q dz 
r dx -{- s dy ~~ s dx -h t dy 
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doit être vérifiée par la ligne a: = i , dx = o, ce qui donne 
l'équation 

~r ~" ~t 

ou (n« 66) 

et, en posant /'(j^) = m, 

du 

du , _. dy u^ 

y-, — hw(n-a2) = o, 2-^ = , 

'^ dy y I 



d'où 



JK' 



-(-J-.) 



U = -y- = > 

La surface cherchée a donc pour équation 



Z — Zé % — z 



1 -• — -«l 



y= —[e "" -he 



La ligne de courbure déterminée par le plan x = i est 
une chaînette. 

140. Déterminer , en coordonnées curvilignes , le 
rayon de courbure d'une section normale quelconque 
à la surface 

Montrer qu'il y a un rayon de courbure maximum 

ou minimum quand on fait varier le rapport -r- • 

Equation admettant pour racines ces valeurs du rayon. 

(Lyon, juillet i88o.) 
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Cherchons d'abord réquation du plan tangent à la sur- 
face F(xyyy z)=: o ainsi déterminée. 
L'équation de ce plan est 



(X- 



.dF .^ .()F ,„ .ÔF 



= o; 



or on a 



dF dx 
dx du 


4- 


dF 

dy 


dy 
du 


dF 

dz 


dz 
du 


dF dx 

dx dv 


-+- 


dF 

dy 


dv 


dF dz 
dz dv 



T- =o: 



éliminant les dérivées de F entre ces trois équations, on 
a l'équation du plan tangent 



X — x Y— y Z~^z 

dx dy dz 

du du du = 0. 

dx dy dz 

dv dv dv 



Le rayon de courbure p d'une section normale est 
donné par la formule 

_ ds^ \/ 1 -^ p^ -\- g^ 
les coefficients directeurs de la normale sont 



d'ailleurs 



L =^ 



M = -^ -^ — 



du dv 


df^ df, 
dv du ' 


du dv 


àfz df, 
dv du ' 


. àf, df, , 
du dv 


dv du' 


P 9 
L M " 


I 
N' 



]v = -^ y— ^— -^ ^^ 
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d'où 



P = 



p- ^ 


L2-4_M2+N2Srfa:î 




s/i^^^^^-^^^^(^idu^%d.) 




<5?2^ rf^j, û?2^ 






^/l 0/2 ()/3 

dw du du 






àfx df, df, 
di^ dp dif 


ê 



Or, puisqu'il s'agit d'une courbe, u et ç' ne sont plus 
variables indépendantes, et l'on a 



d^x=:^du^ 
du^ 



d^A 



dudv 



}- du dv 



<)'/i 



àA 



à/i 



dv^ du dv 



posant donc, pour abréger, 



àVi à^A à^A 



G = 



du^ du^ du^ 



du 
dv 



du 
dv 



du 

di? 



H = 



dudi^ 

àA 

du 
dç 



K = 



àjA 
dv^ 

àA 
du 

àA 

dv 



il viendra, en remarquant que les coefficients de d^u 
et d^i^ sont nuls. 



/L2-hM2-+-N2 






G rfw»-4- iUdudi^-hK dv^ 

G' du^-h iW du dç -h K' dv^ 
Gdu^-^ 2Ududv-hK dv^ 

du 



A toute valeur réelle de --r- répond une valeur réelle 
pour r, et réciproquement les seules valeurs admissibles 
pour r sont celles qui répondent aux racines réelles de -j-, 
donc les valeurs limites de r sont données par l'équation 

9(r) = (rU - H')2- (rG — G') (rK - K') = o, 



2 

7 
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qui donne, en un point arbitrairement choisi, les valeurs 
maxima et minima de r et, par suite, de p. 

Il est aisé de reconnaître que les racines de cette équa- 
tion sont réelles; en effet, pour r = o, on a 

,<o,=„..-c.K.=(2ïf)'-2(g)'2(i; 

ou, en vertu de Tidentité de Lagrange, 

?co)_ 2^\^^^ ^^ ^^ -^j <o, 

tandis que <f(-77 ) ^^'fi^FJ sont évidemment positifs. 

Aux ombilics, p et, par suite, r sont des quantités con- 
stantes, c'est-à-dire indépendantes de -i- ; les équations 
des ombilics sont donc 

g; _ h; _ k; 

G ~ H "■ K' 

141. Rechercher V équation différentielle des lignes 
de courbure d^une surface en coordonnées curvilignes. 

Les équations des plans normaux aux lignes de la sur- 
face (; = ç?oi u = Uq sont respectivement 

dx dy dz 

ce sont donc celles de la normale à la surface. Posant 

x^-^y^-h z^ = aU, 
elles deviennent 

X— -hY^-+-Z— — — =0 
du du du du ' 

X^-4-Y^-hZ— — — =0. 
di^ dv dv dv 
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Pour que les normales menées aux divers points d'une 
ligne de la surface aient une enveloppe, il faut que les 
deux équations précédentes et leurs différentielles 



Xd 



dx 
du 



OU 



dp 



\d 






ou 



— d— = 

du ~" 

jd\] 



admettent une solution commune; d'où l'équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure 



dx 
du 


dy 
du 


dz 
du 


d\} 
du 


dx 
dv 


dy 
di> 


dz 
dç 


d\] 

dv 


,dx 
du 


df 
du 


du 


du 


jdx 


di^ 


dv 


dv 



— o. 
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CHAPITRE VI. 

LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES. 



142. Prouver que les lignes asympto tiques des sur- 
faces réglées à plan directeur, 

s^ obtiennent par une quadrature. Appliquer aux co- 
noides et spécialement à l^ hélicoide à plan directeur. 

(Conférences de la Sorbonne, 1887.) 
On a 

dp = (^cp'+ Y) dx -+- ^' dy^ dq = çp'c?^?; 

d'où l'équation différentielle des lignes asympto tiques 

{y cp'-t- Y) dx^ -\- 1^' dx dy = o. 

La solution dx r= o, ^ = const. donne les génératrices 
rectilignes de la surface ; en la supprimant, il reste l'équa- 
tion linéaire 

dont l'intégrale est 

^Ji{x) L J 2v/<p'(^) J 

L'équation générale des conoïdes, ayant le plan des yz 
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pour plan directeur et la droite 

z = mx^ y = nx 

comme directrice rectiligne, est 

les projections des lignes asymptotiques de cette surface 
sur le plan des xy ont pour équation 

/cp'(^)L y 2v/?'(^) J 

dans laquelle m ne figure pas. 

Appliquant à l'hélicoïde ^ == A: arc tang - > n = o, on 
trouve 

X 

y = a cos -T • 

Ces courbes, projetées sur le plan des yz^ ont pour équa- 
tion 

ce sont les hélices de la surface. 

143. Trouver les lignes asymptotiques de la surface 
engendrée par une droite qui fait, avec Vaxe des z, un 
angle constant y, et qui rencontre cet axe, ainsi que la 
droite x=^ a^ située dans le plan des xy, 

(Conférences de la Sorbonne.) 

L'équation de la surface est, en coordonnées cylin- 
driques, 

(i) ^ = cotYl -^ — r). 

' \cos8 / 

Proposons-nous de rechercher, plus généralement, l'équa- 
tion des lignes asymptotiques avec ce système de coordon- 
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nées. On a 

dz \ dz . ^ 

p = ^- coso — sino, 

* or r ob 

, /d^z ft j dz . ^ d^z sin6\ , 

'^Z' = (^ cose + - ^ s.ne _ ^^ — j rfr 

/ d^z - àz . . 1 d^z . ^ 1 dz a\ jù. 

dx = cosôûfr — rsinO ûf6, 

ce qui permet de former dp dx. Le terme dq dy se tire 
du précédent par le changement de 9 en 9 et, par suite, 

de ^ en — -r^j ce qui fait disparaître dans l'addition les 
termes en sin9 cos9, et il vient 



(2) 



t 



dpdx+dqdy = tldr^^i(^^^-\^-^dr<m 

l dz diz\,.. 



Appliquant à la surface proposée, on a 

dz d^z dz sinG 

— = — coty, ;r-- = o, 35- = '»cotY — r^î 

dr ' dr^ db ' cos'ô 

d^z n-sin«e d'^z 



d'où l'équation 



2 sin6 / i-hsinîe 

a -TT ar aO 4- 

r cos*9 



( a ^^ r Wzô* = o. 

\ cos3 6 / 



Laissant de côté la solution rf9 = o, qui donne les généra- 
trices rectilignes de la surface, on a 

dr 
(3) aasinô cosO-^^ + r[r cos^O — a(i-H sin'ô)] = o, 

équation de Jacques BernouUi, qui se ramène à la forme 
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linéaire en posant u = r~^ ; d'où 

sin26-=r -h (n- sin26)u cos^ô = o, 

dont l'intégrale est 



(4) 



M = - = ces 6, . 



I 
a 



144-. On donne les coordonnées d^un point quel- 
conque d^une surface exprimées en fonction de deux 
paramètres u et v, 

former Inéquation difjférentielle entre u et v donnant 
les lignes asymptotiques de cette surface. 

Comme application, on recherchera les lignes asym- 
ptotiques de la surface définie par les équations 

x = vcosu — sinM, y = v s'mu-h- cosu, z = u. 

(Paris, juillet i886, i"^* question.) 

Exprimant que la nornqiale à la surface est perpendicu- 
laire au plan osculateur de la courbe, on a l'équation 

cherchée 

L d^x-^M d^y -^-l^d^z = o 



ou 



d^x d^y d^z 

dx ôy âz 

du du du = o. 

dx ày dz 

dv dv dv 



La surface proposée est un hélicoïde réglé à génératrices 
parallèles au plan des xy, dans laquelle le pas des hélices 
est 211, l'hélice de gorge étant sur un cylindre dera}'on égal 
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à l'unité. On a, pour celte surface, 

d^x=i (sinM — pcosM)ûfM2 — 2sin u du dçj 
d^y = — (cos u-h P sin u) du^ ■+■ 2C0s udu dv, 

d^z = o, 
L= — sin M, M=cosu; 

d'où l'équation diflFérentielle des lignes asymptotique s 

du{jidv — du) = o. 

La solution du = o, w = ^ == c donne les génératrices 
rectilignesdelasurface;la'seconde solution estw = 2Ç'+C|. 
Or, si l'on tient compte de la relation a;2 + j^2= i^^H- i 
fournie par les équations de la surface, la relation précé- 
dente peut s'écrire 

cette équation représente une famille d'hyperboloïdes de 
révolution à une nappe qui sont superpo sables et dont les 
centres sont sur l'axe des z^ le rayon du cercle de gorge 
de ces hyperboloïdes étant égal à l'unité . 

Les intersections de ces hyperboloïdes avec l'hélicoïde 
fournissent la seconde série de lignes asymptotiques. 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques en 
coordonnées curvilignes permet d'obtenir très rapidement 

ces lignes pour le conoïde z =/(—]; posant x=zu, 



idudç f\v)d\^^ 

1 V o 

o u f{s?) 



= o. 



Développant ce déterminant et supprimant le facteur ds? 
qui correspond aux génératrices du conoïde, il reste 

— iduf{v)^uf\v)dv = o, 
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145. Soit considérée la sur/ace représentée par 
Inéquation 

a^/(j)=F(.), 

/( — ) et F(z) représentant respectivement deux fonc- 
tions quelconques de — et de z. On demande de former 
V équation différentielle des lignes asympto tiques de 
cette surface en prenant comme variables z et ^ que 

Ou 

Von désignera par u. On vérifiera que, dans cette 
équation différentielle entre z et u, les variables sont 
séparées. 

Comme application, trouver les lignes asympto tiques 

de la surface 

y 

(Paris, novembre 1887, i"* question.) 
Les équations de la surface étant mises sous la forme 

F(^) 



X = 



fW' 



y= ux, 



z = Zy 



on a 



d^z = o 



dz 



d'où, pour l'équation différentielle des lignes asympto- 
tiques, 



o = 



d^x d^y 

àx dy 
du du 



OU encore 

o = 



d'^x idudx 

-f f 



d^x ud^x -h idudx 
¥£ F(/- uf) 



=fd^x -t- 2/' du dx. 
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Or on a 

_ fY' dz — Yf du 
dx — j^ , 

_ /F'rfz'-F/'rf«» ^f(frdz-¥fda) , 

ce qui réduit l'équation précédemment trouvée à 

fY" dz^ - ¥f du^ = o, y/Ç dz = ± i/^ du, 

dans laquelle les variables u et z sont séparées. Pour la 

r 
surface xe''=: e^, cette équation devient 

y 

dz = dz du, z — c = ± — , 

a; 

qui représente deux familles de paraboloïdes hyperbo- 
liques symétriques par rapport au plan des xz, 

146. Lignes géodésiques (T un cône quelconque. 

Le sommet étant pris pour origine, l'équation de ce cône 

est de la forme z-=^xo( — \'i d'où 

• \x} 

les équations différentielles des lignes géodésiques sont 

donc 

.dx jdy jdx Y .dv 

d-r d-f , ^-7--+- — ^-7- 

ds ds jdz as X as 

d'où 

, ^ , dx ^dr ,dz 

Or, de l'identité 

ViLLiÉ. — Comp, H. 5 
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on déduit, en tenant compte de l'équation (2), 
,V1 dx , dx dy dz 

et, en intégrant, 

^2 -4-^2 _|_ ^2 = _y2 _|_ 2 C5 -H C' 

OU 

(3) p2 = 52-+-2C5-Hc'. 

La transformée de la ligne géodésique dans le dévelop- 
pement satisfait aussi à l'équation (3), qui représente 
toutes les droites du plan. 

Pour obtenir la ligne géodésique elle-même, il convient 
d'employer les coordonnées sphériques. 

L'équation (3) donne 

5= — C±/c2 — c'-f-p2 = — C±/p2— p2, ds = ±. ^ ^ ' ; 

d'ailleurs, l'équation du cône pouvant s'écrire 

on a, pour un élément d'arc quelconque tracé sur la sur- 
face, l'expression 

ds'^ = dp^ -h p2(c?ô2 -f- sin2erf^2) = dp^ + p2[i + sin^ 6/2(0 )]<ie2 ; 
d'où, en égalant les deux expressions de ds^ 



p2[i-hsin2e/2(6)] ^62= _ç^c?p2, 



PS 
9o 



^ev/n-sm2e/2(Ô) = —^^£L=z=dRrccos^; 

l'équation cherchée est donc 

(4) arccos£^ = c 4- /^é/ô/i 4- sm2 6/'2(ô). 

P «^^ 



LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LIGNES GÉODÉSIQUES. 67 

147. Lignes géodésiques en coordonnées curvilignes , 

(Cours de la Sorbonne, 1887.) 

La longueur s de l'arc de courbe tracée sur une surface 
entre deux points donnés répondant aux valeurs {uqVq) , 
{u\ V\) des coordonnées est donnée par la formule 

Mo *^«0 

f c?m/E-H2Fp'h-Gp'2= / \(u,ç,v')du, 

Wo ^Uo 

dv If* • ■ 

en posant -7- = v] écrivant que s est minimum ou que 

ùs = o, on a l'équation cherchée 

dv du\âv')~'^' 

Il est intéressant d'étudier le cas où les lignes de la 
surface u = const. et ç' = const. sont orthogonales ; on a 
alors 

„ V^ dx àx 

et l'équation précédente devient 

dv dv d Gp' 



2 y/E -+- G t>'2 rfw/E + Gt^'î 

Cherchons alors la condition pour que les lignes v = const. 
ou ^' = o représentent des lignes géodésiques ; il faut évi- 

demment que Ton ait -r- = o, c'est-à-dire que E soit fonc- 
tion de u seulement; dans ce cas on pourra poser 

dui = ^E(u)du, 
et ds^ pourra s'écrire 

ds^ = du\ -^ G^{uu v) dv^ , 
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Quand ds"^ a cette forme, il est aisé de trouver la con- 
dition pour que les lignes M = consl. soient aussi des 
lignes géodésiques : le coefficient G< doit être alors sim- 
plement fonction de r, et, en posant 

dçi = v/Gi(p)(ip, 

on obtiendrait, pour l'expression de ds^^ 

ds^' = du\ -h dv\ , 

qui exprime évidemment que la surface donnée est appli- 
cable sur un plan. 

Reprenons l'élément d'arc sous la forme 

ds^ = E(u)du'--{-G(Uyi^)dv^ 

et c onsidérons sur la surface deux lignes fixes M = a, M = p; 
une ligne géodésique quelconque (^ = c les coupe ortho- 
gonalement aux points A et B et, pour tout point de l'arc 

AB, on a 

ds^ = E(u)du^; 

donc la longueur de l'arc AB, 

.3 



s 



= r i/E{u)du, 



est indépendante de c, c'est-à-dire de la ligne géodésique 
considérée. 

Ce théorème peut être présenté sous une autre forme. 
Soit une ligne quelconque G tracée sur une surface : me- 
nons à chacun de ses points la ligne géodésique qui la 
coupe orthogonalement ; nous prendrons comme lignes 
ç z=z const. ces lignes géodésiques et pour lignes u = const. 
leurs trajectoires orthogonales, parmi lesquelles se trouve 
la courbe G ; on voit, en appliquant le théorème précé- 
dent, que si, à partir de chaque point de la courbe G, on 
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porte sur la ligne géodésique normale une longueur con- 
stante, le lieu des extrémités sera aussi une trajectoire 
orthogonale de ces lignes géodésiques. Ce théorème peut 
être considéré comme la généralisation de la propriété 
fondamentale des courbes parallèles dans un plan. 

En particulier, imaginons que Ton ait porté sur cha- 
cune des lignes géodésiques qui passent par un point de 
la surface, et à partir de ce point, une longueur constante, 
le lieu de l'extrémité sera une ligne orthogonale à chaque 
ligne géodésique; on reconnaît la généralisation de la pro- 
priété de la circonférence dans un plan. 
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CHAPITRE VIL 



QUESTIONS DIVERSES. 



148. Courbe plane pour laquelle on a, en chaque 

MG 
point M, ^çjT^ = A:, C étant le centre de courbure et N 

V intersection de la normale et d^ une parallèle à Oy 
menée par le point où la tangente coupe Vaxe des x. 

Pour quelles valeurs de k pourra-t-on intégrer? 

Effectuer V intégration dans les cas de k-= i et 

k=u 

(Toulouse, juillet 1884.) 

On a 





MG = 

dx ^ / 


d^y 
dx^ 


MN = 


fdxy ^\/'-^{di) 

' \dy) /dyy 

\dx) 



d'où l'équation différentielle du lieu 

^^S-h(f)'](g)'-«- 

Si les points N et G sont du même côté de M, y et 
-j^ seront de même signe, et k devra être positif^ il sera 
négatif si le point M est entre G et N. 
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Posant-^ =^P'i l'équation précédente s'écrit 



dx 



ky-£-—p{i-hp^) = o, 



dont l'intégrale est 
d'où 

4/ ^ --f -V 

dx = dyy c^y * — i=y * \c* — y^J dy. 

Le second membre est une différentielle binôme que l'on 

I 

pourra intégrer quand = sera entier et en- 

k 
core quand 1 — sera entier; donc, en résumé, pour 

que l'expression soit intégrable, il suffira que k soit un 
nombre entier positif ou négatif. 
i^ k = 1. — On a 



=v 



dx- ^-^ /- r. 



y 



c'est l'équation différentielle d'une cycloïde rapportée à 
son axe et à la tangente au sommet. 

2® A" = I . — La différentielle à intégrer est 



\l o^ — y^ 
dx = ^ dy ; 



d'où 



a; = -a\os(^^^ \J y^ "" 7 "^ /«^^^ 



c : 



c'est l'équation de la tractoire ou développante de la 
chaînette, appelée aussi courbe à tangente constante 
(nO 138). 
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3^ k^ — 2. — On obtient la parabole semi-cubique 



X 



= 5 " (•^' - ?i )'+ "'• 



149. On considère dans un plan toutes les courbes 
qui passent par un point fixe O, et qui sont telles que 
le rayon vecteur OM dhin quelconque de leurs points 

fait avec la tangente en M un angle Y =z —, s désignant 

l'arc OM et a une constante donnée. 

Exprimer tang V en fonction de OM et déduire de là 
toutes les courbes proposées, 

(École Normale, i888, a® question.) 

On a, en coordonnées polaires, 

cos V = -=-^ dr = ds cos — 
ds a 



et, en intégrant, 



r =^ a sin — = a sin V, 
a 



sans addition de constante, puisque r tX. s s'annulent si- 
multanément. On en déduit 

tang V = ± _ > 

et, comme tangV= "^~> ^^ ^i P^^* ^^ comparaison de ces 
deux valeurs, Téquation différentielle des courbes cher- 
chées 

d'où 

r = acos(0 — a); 

c'est une famille de cercles de diamètre a passant à l'ori- 
gine O. 
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159. Étant donné un système d^axes rectangulaires 
Ox et Oy^ on demande de trouver une courbe tangente 
à V origine à Vaxe Ojc, et pour laquelle en chaque 
point M le rayon de courbure p soit lié à Varc OM ^ 5, 

par la relation — = »Ç, cl étant une constante donnée. 

On exprimera x et y en fonction de Varc .ç, et Von 
cherchera si la courbe a des branches infinies, 

(Éeole Normale, i885, i" question.) 

De réquatîon p =: -j- = — on tire 

, s ds s^ 
aa=— —j a=aoH r; 

or olq = o, puisque a = o pour 5 = 0; on a donc 



dx = ds cosa = ds cos 



il 
2a' 



52 



dy = ds sina = ds sin 



iœ 



et, en posant 5 = uay/^., 



f cosw*o?a, y-=^a\Ji I sin u^ du. 

*yO 



On obtient ainsi deux transcendantes irréductibles, mais 
on peut néanmoins construire la courbe. Étudions d'abord 
la branche donnée par les valeurs positives de 5 ou de a 5 
si Ton construit les courbes Y = cosa^ et Y = sinw^, on 
reconnaît aisément : 

i^ Que les valeurs de x eiy sont toutes positives^ 

2** Que X est maximum pour u = i/ 2 kiz -\ — et mini- 
mum pour u =^ i/ {1 k -\- i)tz -\ — ; 
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3** Que y est maximum pour u = y/(2/r + i)tc et mini- 
mum pour u = sjikTz^ 

4° Que les valeurs maxima vont en décroissant, et les 
valeurs minima en croissant quand u augmente. 

Si l'on remarque enfin que, pour u = cOj on a les inté- 
grales de Fresnel 



fsi 



sin u^ du 



f. 



cos u^ du = 



v/5 



on trouve, en tenant compte des valeurs négatives de m, 
que la courbe se compose de deux branches symétriques 
relativement à l'origine et tournant chacune autour d'un 

Fig. 3. 




point asymptote situé sur la bissectrice de l'angle xOy et 
ayant pour ordonnée y = ± — ^ {J^S"- 3). 



151 . On considère un arc infiniment petit AMB d^une 
courbe plane {fig* 4) î ^^ mène les tangentes à la courbe 
aux points A et B, et Von projette orthogonalement B 
en p sur la première tangente, et Ken ol sur la seconde. 

Cela posé, on propose de démontrer que Vaire du 
segment AMB compris entre la corde AB et Varc AMB 
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est égale au sixième de la somme des aires des triangles 
ABa et ABp, aux infiniment petits près du cinquième 

ordre, 

(Paris, juillet i885, 2® question.) 

Prenant pour axes coordonnés la tangente et la normale 

Fig. 4. 




au point A, l'équation de la courbe pourra s'écrire 

d'ailleurs, si l'on appelle S l'aire AMB, on a 

idS = X dy — y dx = {ax^-h ibx^-i- 3 ex'' -h. , .)dx; 
d'où, en intégrant, 



2S = 



ax^ 



bx^ 



I • • • j 



12 S = lax^-i- 3 6 a?* -H 



On a encore 

2ABP = xy = ax^-^ bx^-^. . .. 

Reste à calculer l'aire du triangle ABa-, or on a 
Ba = 37 008 X -f-j^ sinX, Aa = a7sinX — j'cosX, 

2 ABa = Aa x Ba = (x^ — ^^^gi^X cosX -h xy{sin^'k — cos^X 

_ (x^ — y^)taiTïg'k — xy(i — tarig^X) 
~" i-t-tang2X 



I -h 



dy^ 
dx^ 
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OU, en négligeant les infiniment petits du cinquième ordre 
et remarquant que -j- est du premier, 

. _, x^iiax -\-'^hx^\ — ax^ — hx^ , , , 

2ABa = — ^^ ; = ax^-\r ibx^-\-, , .: 

\-\-{7.ax -\-,. .y 

on a donc bien 

6S=ABa-t-AB,3, 

au cinquième ordre près. 

152. Soient u et v deux variables indépendantes j 
/{u), ç(^) des fonctions données; on considère une sur- 
face S dont un point quelconque a pour coordonnées 

ix = [/(w)-h v] cosu — f{u) sinuy 
y= [/(")-+- p] sinw -4-/'(w)cosw, 
z =cp(p). 

I® Démontrer que les projections sur xOy des sec- 
tions de la surface par des plans parallèles z = const. 
ont même développée, 

2° Démontrer que les normales à la surface S aux 
différents points de Vune quelconque de ces sections 
forment une surface développable, 

3° Trouver les lignes de courbure et les rayons de 
courbure principaux en un point quelconque de la sur- 
face. 

(Agrégation, 1880.) 

1° On a généralement 

{dx = — {v -^f-^f) %mudu->r co%udv, 
( dy = {if -{- f -h f ) cos u du -\- sin u di^ ] 

d'où, pour z = const. ou c; = const., 



dy /tt 

■—- = — cotM = tangf - 



u 



Il en résulte que la normale à la courbe ainsi obtenue fait, 
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avec Taxe des x^ l'angle u\ or, si l'on considère la courbe G 
répondant à ç^ = o, on passera de la projection de cette 
courbe à celle d'une autre ç^ = const., en portant sur sa 
normale la longueur v : les courbes sont donc parallèles. 
2° Les équations (2) fournissent la relation 

(3) â?p = t/iP cos w -h û?^ sinw, 

d'où 

j ^ = cp'((^) cosM, ^ = cp'((;)sin^^; 
les équations d'une normale quelconque sont donc 

X — X -\-{Tj, — Z^^' COSM = o, 

Y — y -t- (Z — -s) cp' sin M = o. 

La condition pour qu'une surface lieu de ces droites soit 
développable est 

( 5 ) <f (cp' cos u) d{y -^ z rr^' sin u) — <f (cp' sin u) d(x -\- z^' cos w) = o ; 

or, si V est constant, il en est de même de z et cp', et l'é- 
quation à vérifier se réduit à 

cos udx -\- sin u dy = o. 

Cette équation est une conséquence de l'équation (3). 

On reconnaît aisément que l'équation (5) est encore vé- 
r ifiéepour m = const.; elle se réduit, en effet, dans ce cas, à 

cos u dy — sin u dx = o, 

équation qui est une conséquence des équations (2), dans 
lesquelles on fait du =; o. 

Les lignes de courbure sont donc les lignes de niveau 
dv =. o et les lignes de plus grande pente rfw = o de la 
surface. 

3° Les rajons de courbure principaux peuvent s'obtenir 
à l'aide des équations de la normale et du calcul direct de 
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Z — <2 ; on a 

/ 71 / rw X / 7: ûtr -f- P dZ 

p = v/i-4-cp'2(Z-^) = /l-hcp'« ^^ , 

ce qui donne, pour les lignes de niveau, 



et, pour les lignes de plus grande pente, 

153. On considère deux courbes quelconques, C e^ C^ , 
telles qu^en tout point A de la première la normale 
principale est parallèle à la tangente au point corres- 
pondant A^ de la seconde. Par le point A^ on mène 
deux droites A^T' et A^B' respectivement parallèles à 
la tangente AT et à la normale AB au plan osculateur 
de la courbe G. 

Soient, dans le plan des droites A^ ï' et A^ B', un point 
quelconque^ et une courbe quelconque h^ tous les deux 
liés invariablement à ces droites; quand le point A^ dé- 
crit la courbe C^, /e point P décrit une courbe dont la 
tangente est constamment normale au plan T'A^ B'. Dé- 
montrer cette proposition et en déduire la détermina- 
tion des deux systèmes de lignes de courbure de la sur- 
face engendrée par la courbe L. 

(Paris, juillet 1889, 1" question.) 

Soient 

x^ y^ z les coordonnées du point A ; 

oc\i jKn ^\ celles du point A^ ; 

^, Tj, î^ celles du point P; 

a, j3, Y les cosinus directeurs de la tangente AT; 

a, p', y' ceux de la normale principale; 
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01!'^ P\ y" ceux de la binormale AB à la courbe C ; 
a et 6 les coordonnées constantes de P relativement aux 
droites A< T' et A, B'. 

On a 

Ç = ^1 -f-ay-h by"] 

différentiant ces équations, en tenant compte des relations 
de condition, 

^ — a' ?^ - q' ?^ _ v' 
dsi ~ ' dsi ~^' ds, ^ ^' 

ainsi que des formules de Frenet 



dcc ai! 
ds R' 


d^ P' 
ds R' 


dy _i 
ds R' 


doi" a! 
ds " H' 


d^" 3' 

ds ~ H' 


df __ i 
ds ~ T' 



dans lesquelles R et T désignent les rayons de courbure et 
de torsion de la courbe G, on obtient les équations 

d^ = a' L?5i H- ^ ^ -t- ^ W^ , 
^7) = p' p5l+ ^^ 4- ^ j â?5j , 

Elles montrent que les cosinus directeurs de la tangente 
à la courbe lieu des points P sont respectivement a', (3', y, 
puisqu'ils sont proportionnels à ces quantités, ce qui dé- 
montre le théorème. 

Appliquant ce résultat aux trajectoires des divers points 
de la courbe plane L, on reconnaît que les normales à la 
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surface S engendrée par cette courbe sont les normales 
mêmes de cette courbe. Les positions successives de la 
courbe L constituent donc la première série, et les trajec- 
toires des points de cette courbe la seconde série de lignes 
de courbure de la surface S. Si la courbe L est une cir- 
conférence, la surface S est une surface canal. 
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CHAPITRE VIIL 

VARIABLES IMAGINAIRES. 



154. On demande de donner les déterminations mul- 
tiples de V intégrale d'une fraction rationnelle prove- 
nant des divers chemins que Von peut faire décrire à 

la variable, 

(Paris, novembre i885, i™ question.) 

Soient Zq et z les valeurs extrêmes de la variable, L un 
chemin ne passant par aucun pôle et joignant les deux 
points ayant comme affixes ces valeurs de la variable, puis 
A, B, C, ... les résidus correspondant aux pôles a, 6, c, ... 
de la fonction. Si, partant de Zq, nous parcourons m fois 
le contour élémentaire du pôle a, n fois celui du pôle 6, etc. , 
puis enfin la ligne L, la valeur de l'intégrale sera 

airj'C^A -t- /iBh-/>G -H. . .)-}- / , 

m^ n^p^ ... étant des entiers quelconques positifs ou né- 
gatifs, suivant le sens dans lequel le contour élémentaire 
correspondant a été parcouru. 

Si trois au moins des résidus ne sont pas nuls, on pourra 
toujours disposer des nombres entiers m, n, ^, de façon 
que la quantité /nA + /iB+/?G soit une quantité réelle 
ou imaginaire quelconque, avec telle approximation que 
Ton voudra; il en résulte que l'intégrale proposée, prise 
ViLLiB. — Comp. II. 6 
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entre deux limites données, sera complètement indéter- 
minée tant qu'on laissera arbitraire la loi de succession 
des valeurs de la variable z entre les deux limites. 

15S. Représenter la fonction f{z) = - — — — -— ^ r 

par un développement convergent à V intérieur de la 
couronne formée par les cercles 

Les pôles de la fonction sont z = ± i, z= n; ils sont 
sur les cercles donnés, de sorte que la fonction monodrome 
f{z) est continue à l'intérieur de la couronne. 

On a 

le premier terme est développable, suivant la série de ïay- 
lor, à l'intérieur du cercle de rayon 2, et se développe par 
division 

Z — 2 1\ 1 1^ 1^ 

Le théorème de Laurent donne, pour le second terme, 



z -{-2, 



00 






le cercle G" étant concentrique aux deux premiers, com- 
pris dans la couronne, mais d'ailleurs quelconque; or les 
pôles de la fonction à intégrer sont z = ± i, z = o, de 
sorte que, en appelant [x^, [Xj et |jl3 les résidus correspon- 
dants, 

Am= ITzi^li-h fA2-t- {X3). 

Ces résidus sont d'ailleurs faciles à calculer : 

l 2 H- £ 2 — i 



H-1 ~ ,-m-^i « ,• — TT^' [^2 — — 



j'«+i2i %i^ ' '^^ 2(—i)^ 
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I-h 2 pour m = 2n, 
~2 » m = ^n ou m = o, 
-hi » m = 2/i-Hi, 
— I » /n = 4^-Hiî 

quant à [X3, on a, par division, 

1-{- z 



i-t-^' 



= 1-h Z — 2^2— >S^-t- 2^*-f- 2* — .. ., 



de sorte que les valeurs de [X3 sont nulles pour m négatif, 
et qu'elles sont égales et de signes contraires à celles de la 
somme [jii+ [x, si m est positif ou nul. On a donc finale- 
ment la formule cherchée 

^ -, / I 2 i 1 1 i / z z^ z^ \ 

•^ ^ ^ Z^ Z'^ Z^ Z^ Z 1\ 2 22 2^ / 

156. Soit F(z) une fonction holomorphe de z dans 
une aire limitée par un contour simple C, contenant à 
son intérieur les points z = a, z =x. On demande de 
trouver la valeur de V intégrale 



î-rct Jf, {z — 



¥(z)(a; — a)^ 



x){z — a)^ 



dzj 



m étant un entier positif. 

(École Normale, 1887, 2® question.) 

L'intégrale dont il s'agit est égale à la somme des ré- 
sidus [Xa: et [ka relatifs aux deux pôles de la fonction con- 
tenus dans le contour. 

Le pôle z = x étant simple, on a 

Le second résidu [x^ s'obtiendra en remplaçant z par 
a -h h dans la fonction à intégrer, et, en prenant le coef- 
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ficient de t dans le développement, on a d'abord 

et cette expression doit être divisée par h^{a + h — x). 
Divisant par — [x — a) + A pour obtenir le développe- 
ment ordonné suivant les puissances croissantes de A, on 
trouve que le coefficient de h^"^ ou ^a est 

- rF(a) -H (a; - a) F\a) ^ (^ - ^)' F\a)->r. . . 

I 1*2 

-+- F^'w-iUa) ; 

1,2... m — I 'J 

on a donc finalement 

1 = F(ip) — F(a)— (a? - a) F'(a) - ^^"^^^ F'Ca)— . . . 

1.2. . ./n — I 

157. Trouver la valeur de ^intégrale définie 



=/ 



+ 00 



x^dx 



(a7«4-a«)(a?2 4-6«)' 



a et h désignant deux quantités réelles. 

(Paris, juillet i886, a* question.) 

L'intégrale cherchée est égale au produit de i'kI par la 
somme des résidus [jL| et [JI2, relatifs aux deux seuls pôles 

de la fonction -r— r-^-r — rrr» situés au-dessus de O^ 

(n® 95). Or, quand une fonction -rr-k admet un pôle simple 

F l ti.\ 

^ = a, le résidu correspondant est évidemment -Frr\\ on 
a donc 

(^* I \ la _ ih 

z^-^b^ 2z)z=ia " 2(62 — «2)' ^* ~ 2(a« — 62)' 
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d'où 

1= '^ 



a-\- b 



L'intégration directe conduit tout aussi rapidement au ré- 
sultat cherché 

I=— i— f^^l ^' ^^ \d 

I / ^ w a7\-»-* 

= —z j-T ( a arctang b arctang-=- ) 

158. Trouver par les imaginaires la valeur de V in- 
tégrale 

/**sinaar , 

a étant une quantité réelle et positive* 

Considérons la fonction et intégrons-la suivant le 




contour représenté {^fig* 5), dans lequel elle n'a pas de 
pôle; nous aurons 






D'ailleurs / = o ; car, si l'on pose z = re'^, cette inté- 
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grale est 

/Il 

or le module e"^''^^'^^ de la fonction à intégrer tend vers 
zéro quand r tend vers l'infini, pour toute valeur de 8 
comprise entre o et ir. 

Le long du demi-petit cercle c, on a e^^^= i + s, e ten- 
dant vers zéro avec le rayon p de ce cercle ; donc, à la limite, 



J[ = / id^ = — ÎTz, 
c ^^TZ 



ce que l'on pouvait écrire immédiatement, puisque le ré- 

sidu de > pour .3 = 0, est égal à l'unité; on a donc, en 

résumé, 

lim / dx -h lim / dx == iTz\ 



d'où, égalant les parties imaginaires, 

r en 



lim I dx -H lim I dx =Tz; 



étant fini pour a? = o, on a, en faisant p = o, 



X 



1=^. 

1 



Pour a < o, on trouverait évidemment • 

159. Evaluer V intégrale 



=i 



c2 cos2 x-\- d^ sin^ x 

(Gaen, novembre 1880.) 



La fonction à intégrer admettant tc pour période, Pinte- 
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grale cherchée est égale à 2 / . Cela posé, considérons 
la fonction uniforûie méromorphe 



/(^) = 



c* cos2 z-{- d^ sin* ^ ' 



ses pôles sont donnés par la formule 



taiig^=±i->; 



elle en a deux, Zi et — Zt^ situés sur l'axe des y^ et les 
autres sont fournis par les valeurs de z^ 

z =àzzi-h kiz; 

donc la fonction n'a, à l'intérieur du rectangle ABCD 
(/Ig- 6), que le pôle simple z^ , soit [x^ le résidu correspon- 





Fi£ 


r. 6. 

y 




D 






c 






^ 




A 






B 



7T 
2 



TT 



dant. Comme, en vertu de la périodicité de la fonction, 
on a évidemment 






on a Téquation 
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d'ailleurs, 

«2 — 62 — 



enfin, pour intégrer le long de CD, on doit poser<2=a: + ïA, 
d'où 

•^ ^ ^ C^f Qix—h _j_ Q-ix+h \2 ^2 / Qix—h ^-ix+h ^2 ' 

faisant A = oo et ne conservant que les termes prépondé- 
rants, on a 



d'où 

— b^ , a^—b^- 

c^—d^ c^ — d^ 



r C ^ o>'^ o^ 

f{z)dz=J — ^^dx=-TZ 

•y ru TT ^ 



CD 

2 



et enfin 

a^d^—b^c^ a^^b^~] a^d-hb^c 

cd{c 4- d) 



I _ V a^d^—b^c^ a^~b^ 1 __ 



L'emploi de variables réelles conduit aussi vite à la so- 
lution cherchée. Si l'on remarque que tang»r est continu 

quand x varie de à H — > on pourra changer de va- 

riable et poser tang^ = m, 

I r^^ (a^-hb^u^)du 

1 ~~ j_^ (c^-hd^u^)(i-i-u^) 

_ r-^^ gg— 62 du Ç'^'^ a'^d^—b^c^ du 

^ — ao *^ — 00 

ce qui donne le même résultat que précédemment. 
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160. Trouver la valeur de V intégrale définie 

2F 
1= / ç,o\.{x -^ ai) dx ^ 

a désignant une constante réelle* 

(École Normale, juillet 1886, a* question.) 

Considérons l'expression cot(.3 + at), et intégrons-la 

le long d'un rectangle OABCO, de base OA = - et de 

hauteur A =: oo 5 les pôles de la fonction sont donnés par 
la formule z + a« =A"r:; il n'y en a qu'un seul sur Oy, au 
point ^ = — a. Si donc nous supposons d'abord a]>o, 
le rectangle d'intégration ne contiendra aucun pôle et 
l'intégrale prise suivant le contour sera nulle. 

Or, si nous prenons deux éléments correspondants 
sur les côtés verticaux, nous aurons, pour la somme des 
intégrales prises suivant AB et CO, 

/ jeot — 1-*(<^+^) — 0,01 i{a -{- y)\i dy 

J/»oo 
f [tangi(a-h/) -h coti(<^ -Hj^)]tt(>^ 


posant e2(a+7)_- ^^ cette intégrale devient 

D'un autre côté, on a 

Jf = — / cot[x-\- i(a-{- h)]dx 
BC *^ 

-. — ^ — i:t : 7 idx = I i ax = — 7 
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d'où l'intégrale cherchée 

I = H- log • 

a e^ — e~^ 

Si a était négatif, on emploierait le rectangle de hau- 
teur h= — 00 , qui ne contiendrait aucun pôle de la fonc- 
tion, et l'on trouverait 

I = h log . 

Il est plus rapide de procéder par intégration directe; 
on a 

1=1 cot(a7 -+- ai) dx = log sin ( — \- ai j — log sin ai 

= log cosai — log sin ai. 

Or 

smai = i ? cosai = : 

2 2 

si donc a > o, l'argument de sinat est -> et, quand a: varie 
de o à -> l'argument de sin (a: + ai) diminue de -; quant 
à son module, il varie de à > ce qui conduit 

' 2 2 » 

à la formule précédemment obtenue. 
161. Calculer V intégrale 



I 



dx 



= f — 



X -{- ia) 



a étant une constante réelle; on distinguera le cas ou 
a est positif et celui oà il est négatif. 

(Paris, juillet 1887, 2* question.) 
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IntéfiTons la fonction f(z) = -i—, rr suivant le rec- 

tangle ABCDA, dont la base AB a pour extrémités les 
points et -; l'intégrale suivant CD est nulle, puisque 



TZ Tt 

- et - 
2 2 

le sinus est infini. 
Comme on a 



sin :^-f-t(a4-7) =— sin — ^ +i(aH-JK)J, 



il en résulte 



*/bc «^a X (^osi(a-^y) 



lidy . /** e'^-^ydy 






g2ia-»-y) 



= 2i(arc tange«-»-r)* = iil arc tange« j , 



ce dernier arc étant compris entre o et - • 

Si donc «2 > Oj comme la fonction /(.s) n'a aucun pôle 
dans le rectangle d'intégration, on aura 

I = — 4m arc tange* j = — ^i arc tange-«. 

Si, au contraire, a < o, le pôle z = — ai est compris 

dans le contour; le résidu correspondant étant l'unité, on 

aura 

I = 4*arc tange«. 

L'intégrale considérée peut encore s'écrire, en faisant 
X -{-ai= z^ 

"J sinz "^ J e^^ — e-'^ 
ou 

J «'— I 
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en posant 

Le point u décrit une demi-circonférence limitée par 

l'axe des y^ dont le centre est à l'origine et le rayon égal 

à e~^\ quant à la fonction à intégrer, elle n'a que les pôles 

w = ± I . Intégrant alors suivant la ligne formée par ce 

demi-cercle et son diamètre, on aura, si a> o, 



. r"'^ dy 

l "^ r =0, 



I -h 21 

d'où 

I = — 2i(arc tangy)!^la = — 4^arc tange-«. 



Si a<o, le pôle w = i est contenu dans le contour, 
le résidu correspondant étant i ; on a 

I = — ^idivc tange~^-h 2111 = 41^ tare tange*. 

162. Calculer les intégrales 

/ — i ^ dx et I -— dx, 

a et u étant des constantes réelles» 

Nous pouvons supposer ces constantes positives, la se- 
conde intégrale, évidemment nulle d'ailleurs, changeant 
seule de signe avec a. 

Considérons la fonction ^(2) = -^ et intégrons-la 

suivant l'axe des x et un demi-cercle C situé au-dessus de 
cet axe, de centre O et de rayon infini. La fonction /{z) 
n'a qu'un pôle simple z = uî dans l'intérieur du contour; 
soit [JL| le résidu correspondant, nous aurons 
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La première intégrale est finie et déterminée et la se- 
conde intégrale est nulle ; car, si l'on pose 

z = r(cos6 -+- isinô), 
on aura 

Le dernier facteur est toujours fini; le premier tend vers 
zéro quand r tend vers Tinfini et il en est de même du 
second, puisque 6 varie de zéro à ic; donc \mizf{z) = o, 

et, par suite, / = o; d'ailleurs, 



f^i = ( 



donc 



£ 



dx = -e-«". 



w« + a7« u 



Séparant les parties réelles et les parties imaginaires, 
il vient 



,4-00 ^^„ ^ ^4-00 



/* cosax , TT /* sinax . 

I aa7=— e""**", / aa? = o. 



163. Evaluer Vintégrale 



- /•* cosaa? , 



Nous avons obtenu l'intégrale 



/ 






w2 + iF« 2 tt ' 

dérivant par rapport à i^, on obtient 






7 
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d'où, en faisant u = i, 

Jr* cosax , Tt , . ^ 

164. Calculer, en se servant du théorème de Cauchy, 

V intégrale 

r'^'^ cosax , 

I = ; r dx, 

(Gaen, juillet 1884.) 
Considérons, plus généralement, l'intégrale 



■~~cp 



'^* cosax , 

-r idx 

a* -h a?* 



et intégrons la fonction uniforme 

piaz 

f(^) = -4 — I' 

suivant le contour précédemment défini (n° 162)*, les 
pôles de la fonction sont donnés par la formule 

2A-+1 



ITZ 

z = ue 



ils sont situés sur le cercle de rayon m, aux points 

75 -^» -7- et ^> et les deux premiers sont seuls contenus 
4 4 4 4 

dans le contour. Soient [jL| et [Jia les résidus correspondant 
à ces pôles simples; nous aurons 

— 00 Cl 

On reconnaîtrait aisément que / = o : on a donc 



,4-0» ^^^ ^ ' /»-+-• 



/ cosaa? , . r smax , 
-T rdx-k-il —7 rdx=%Tzi(iii-hiii): 
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il reste alors à calculer [jl| et [jl2 : 

iv lauf 1 — z] --zU— 1) 









au , 
«y- ^(1+1) 



giaue * g »/i 



V/2 



d'où 



au 
— I ~ 



u r iau ifiu "I 

jx, -+- {X, = -^=^ e »^[(f-+-i)e^ + (t — i)e v^ J 
4/21*3 



a// 



le >" { . au au 

sin -— -h cos 



on en tire 

au 

/* * cosax , "ïT ~~î\( . aw aa\ 

Posant M* ^ f et dérivant n — i fois par rapport au 
paramètre t^ on déduirait de la formule précédente 

/•"''" cosao? , 
En particulier, l'intégrale proposée a pour expression 



(+00 



_ C cosaa? , TT II / . a a\ 

1=1 rdx=-^e v^i sm-= -i-cos—^ )• 



165. Calculer l'intégrale définie 1 



27r+(log3 



dz 



loe3 ^ - C0S;5 



(Rennes, novembre 1886.) 
Les pôles de la fonction à intégrer sont donnés par la 
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formule 

cosar cosif — sina? sinî^ = 2, 

d'où 

37 = 2^:7: et ey-{- e-y'= i; 

ils sont donc situés sur Taxe des y et ses parallèles dis- 
tantes de aÂTTc. Aussi, pour éviter qu'ils se trouvent sur 
le contour d'intégration que nous allons adopter, nous 
considérerons l'intégrale 



-/ 



_. . 2 — cosz 



qui est égale à la proposée pour a = log3. 

Nous prendrons un rectangle d'intégration de hauteur 
infinie, dont la base sera à la distance a de l'axe des x, et 
les côtés parallèles à Oy, à des distances — tt et -i-7r de 
cet axe. Les intégrales suivant les côtés verticaux se dé- 
truisant, et l'intégrale prise suivant le côté rejeté à l'infini 
étant nulle, l'intégrale cherchée sera égale au produit de 
2 7ct par la somme des résidus relatifs aux pôles contenus 
dans le contour. Or il ne peut y avoir dans le rectangle 
d'intégration qu'un seul pôle situé sur Oy; si donc a est 

supérieur à l'unique racine positive y = log(2 -f- ^/S) de 
l'équation 

ey-^e-y= i, 

on aura I = o ; si, comme dans le cas actuel, a est inférieur 
à cette racine, la valeur de l'intégrale sera ^Tzi^. Or 



fA = 



sm.3 ^i_2î 1/3' 
d'où 

_ _ 211 

On peut aussi obtenir cette intégrale à l'aide du chan- 
gement de variable e'^= u qui fait décrire à u une circon- 
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férence de rayon e"** quand z décrit le segment de droite 
proposé. La fonction à intégrer devient alors 



i(^u — u^ — i) 



dont les pôles sont w = 2 it y/3 ; il ne peut y avoir que le 

pôle w = 2 — y/3 dans l'intérieur du cercle si a ^ o ; s'il 
s'y trouve, comme dans l'exemple proposé, le résidu cor- 
respondant est 



I 



ce qui conduit au résultat obtenu précédemment. 

On peut encore employer le changement tang- = u^ 
classique pour les variables réelles; on a 



lane^ = = Xh- ^Y = m; 



1 cosa? -i- e« 



d'où, pour l'équation de la courbe, lieu des points d'af- 
fixe w, 



pa _4_ p—a 

X2+Y2— 2Y^-^^Î^^^ hi = o; 



c'est une circonférence de rayon dont le centre 

J pa — p—a 



est sur Oy au point j^=: v_r~^=5' elle est, d'ailleurs, par- 
courue en entier quand x varie de zéro à 2 7r. La fonction 
à intégrer prend la forme r— ^> et le résidu correspon- 

dant au pôle m= — > le seul qui puisse se trouver dans 

le cercle d'intégration, est 



1 



6w j/â' 

ViLLiE. — Comp. II. 
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d'ailleurs, ce pôle est dans le cercle si 



e« 



>—a 



ça — ç-a 



on a 



don< 



a a 

a a ^ /^ 



OU 



ou 



e« -+- 6-« < 4 ; 



271 

7! 



I = 0, 



suivant que e^-{- e~^^^. 



166. Calculer la valeur de V intégrale j — 



dz 



w 



z 



supposant que le module de la quantité imaginaire 

1 + ^ soit constamment égal à 1^ et que son argument 

varie de o à itz. 

(Gaen, novembre 1886.) 

Le point d'affîxe z décrit une circonférence de rayon 
égal à 2 et ayant pour centre le point ^ = — 15 la fonction 
à intégrer, outre le pôle z =^ — i , renferme à son intérieur 
le point critique z =^ o que nous éviterons à l'aide d'un 
contour élémentaire {fig- 7). La fonction à intégrer étant 

Fig. 7. 




monodrome à l'intérieur du contour figuré, nous aurons, 
en appelant [jl le résidu relatif au pôle C et remarquant que 
l'intégrale prise suivant le petit cercle O est nulle, puisque 



VARIABLES IMAGINAIRES. 99 

limz/{z) est nul pour 5=0, 






si Ton part du point A avec la détermination positive de 
\/z. Or on a 

r^ dx C^ du 7t I 

/ ,-=11 r = - > {j- = ~; 

d'où 

ï = r. 



167. Calculer 

x^P dx 



/ T 



oo 



ow /'o/i suppose ip'^in — 2, n et p entiers et positifs. 
On fera usage du contour formé de Vaxe des x et d'' une 
demi-circonférence de rayon infini, et Von calculera le 

long de ce contour 1 ^^* Pour vérifier le résultat , 

on évaluera V intégrale le long du contour formé par 
Oxj l 'arc AB de centre O et de rayon infiniment grand y 

puis par la droite BO qui fait avec Ox V angle -• 

(Conférences de la Sorbonne.) 

Les pôles de la fonction f(^z)z=^ ^^ sont donnés par 

(2^-H)Ttf 

la formule z = e ^^ , ils sont donc situés sur le cercle de 

rayon i aux points 6 = — ? — , . . . . 

•^ '^ in in 

L'emploi de la première méthode conduit à la formule 

.(n°95) 

J = 2'ICl({JLi -h (1,2 . .. +fA«), 



j ■* 

J j 
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dans laquelle on a 

= ^2p-M-2rt — g L 2/1 J 

(2*4-1) (tp-^\) 



' 2 71 in 



— __ Q 2/ï 

2/1 



* 2/? H- I 

OU, en posant -^^- tz — - a, 



2» ¥L 



on a donc 

>0 



7c i ^ri'*~* 



Les termes imaginaires doivent disparaître ; il serait 
d'ailleurs aisé de le vérifier et l'on a finalement 



,/t-l 7c 



I=— > sin(2^-i- i)a = 



. 2» -h I 

/ISin -^ TT 

271 



Prenons en second lieu le contour OA.BO, il ne con- 
tient qu'un pôle à son intérieur, et le résidu correspon 
dant est 



I -Ç — ni 

' 271 



On a d'ailleurs / = - I, / = o; enfin, pour calculer 

Jf , nous poserons 
un 



BO 

cos \- ism - ) = re "j 

n n 



i-f 



2 pTZi TZi 

r^Pe~^ X e"dr _ (2p+i) — 



J M- 7-2'* 
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le théorème du résidu intégral donne alors 



d'où 



I — e 


— 

n — 


1 TZ i 




n 




e 2« — e 


--^ TZl 

in 



TZl 



J= - 



/isin -^ t:. 



'in 



168. Evaluer Vintégrale 



1 





I -^-x 



a étant une fraction comprise entre zéro et V unité. 

(Conférences de la Sorbonne.) 

La fonction à intégrer ayant son ordre d'infinitude infé- 
rieur à l'unité pour ^r := o, et étant un infiniment petit 
d'ordre supérieur au premier pour ^r = oo, l'intégrale con- 
sidérée a une valeur finie et déterminée ; pour la calculer 

ira — 1 

nous intégrerons la fonction /(^) = suivant le con- 
tour indiqué {fig^ 8), qui contient à son intérieur le seul 

pôle z ^=. — I . 

Fig. 8. 




La fonction considérée est multiforme, 
nous partirons du point O avec la détermination de la 
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fonction qui correspond k k=^ o] alors, pour avoir le ré- 
sidu [JL, relatif au pôle P, il faudra faire r = i et 6 = tt 
dans l'expression de ^^■"*, d'où résulte 

L'intégrale prise suivant le petit cercle de rayon nul est 
évidemment nulle; il en est de même le long du cercle C 
de rayon infiniment grand, car ]imz/(z) = o pour z = oo; 

il reste donc à calculer / ; or nous sommes partis de A 

./BO 

avec la valeur 6 = o, nous y revenons donc avec 6 = 2 7r, et 
il faut prendre z = /-e^^' 

r r^ dx . , . ^ , . 



BA 

d'où l'égalité 



I(i — e*«ii') = — 2'irie^'^', 



I — gîaTri eaiu — q-utzi sina-TT 

169. Calculer V intégrale définie 



TZ 



I = / {idiXi^xy-^'^dx, 

(Conférence de la Sorbonne.) 

Le problème supposcimplicitementque 1 1 — a).] <C i (*)> 
sans quoi l'intégrale serait infinie; soit i — 2). >> o. 
Posant tango: = ^, on a 

intégrons /(s) = ^. le long du contour simple fermé, 

(') Le symbole 1 1 — 2^1 signifie valeur absolue de i — 2X. 
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représenté yî^. 8 ; les intégrales prises suivant le cercle C 
de rayon infiniment grand, et le petit cercle de rayon nul 
sont nulles; d'ailleurs /(-z) n'a que les deux pôles simples 
= di i\ on a donc 



z 



I -f- / =2711(^1-+- [^2) 
•/BO 

— r- - ^—^. = ^r fl-2X_(_ f)l-ïX] 

7.1 11 \ ^ \ / J 



et, en raisonnant comme dans l'exemple précédent, 

'^ 37!-'^ cos(i — i\)'nz H- i sin(i — i\)i'k 



La partie réelle de I H- / est donc 

I[i — cos(i — 2X)27r] = 2lsin'(i — aX)?:; 



dx. 



or 

1 — 2X . . I — aX 



J1-2X = cos 11 4- isin 



TZ 



1 



/ -M <>\ 3(1 — 2X) . . 3(1 — aX) 

( l)l-2A = COS — ^ TU + l Sin — ^^ TT, 

de sorte que la partie réelle de i^-^X — ^ — ^)*~2X ^g^ 

I — 2X 3(i — 2X) . , X- . T — 2X 

cos Tz — COS -^ t: = 2 sin ( I — 2 À ) ir x sm ir ; 

2 2 2 

égalant les parties réelles, on a 
sin(i — 2X) — 

2 Tt TZ 

I = TC — 



sin(i — 2X)7C , ^ . TT 2smÂir 

2C0S(l — 2A)- 

2 

On trouverait la même formule en égalant les parties 
imaginaires. Enfin il est évident que le résultat précédent 
est indépendant du signe de i — 2 A, ce que Ton vérifie- 
rait d'ailleurs facilement par un changement de variable. 
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170. Calculer 



• = r — ^ — T. 



a étant réel, positif et plus grand que V unité. 

(Conférences de la Sorbonne.) 

La fonction à intégrer a deux branchements P et P' si- 
tués sur l'axe des :r à la distance dz i de l'origine ; formons 
un lacet composé de la droite P' Pet de deux petits cercles 
entourant ces points, et décrivons de O, comme centre, un 
cercle C de rayon infini. L'intégrale prise suivant le lacet 
P'P, en partant de la détermination positive du radical, 
est évidemment égale à 2I; or il y a un nombre pair de 
branchements dans ce contour; donc la fonction est uni- 
forme entre ce lacet et le cercle C; d'ailleurs, l'intégrale 
prise suivant ce cercle étant nulle, on a 

[JL et [jl' étant les résidus relatifs aux pôles ;r = dz a. Cal- 
culons ces résidus 



«1 = =!= l = dl — 7== ' \^ 



ia lia y/a2 — i . a ia y/a* — i 

Nous sommes obligés d'affecter le radical du double signe, 
car rien n'indique quel est le signe à prendre pour le ra- 
dical du résidu, bien qu'on ait fixé le signe initial du 
radical quand on est parti pour décrire le lacet. On peut 
donc écrire 

o = al d= — ± 



a y a* — i a )Ja^ — i 

l'ambiguïté de signes se lève facilement si l'on remarque 
que tous les éléments de I sont négatifs; la seule pos- 
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sible des quatre combinaisons de signes est donc la 
suivante : 

O = 2I 4- ,. ■ 4- 



a /a' — I a /a* — i 
d'où 

L'emploi des variables réelles est plus simple : posant 

V^I X^ = XZy 

on a 

dx{\ -h z^)-h xzdz = o ; 

d'où 



J^ a* — 1-4- a^z^ 



, 
a / az \ r 

arc tang 



171. Intégrer suivant la droite AA' la fonction 



î'»-^-! /l — '237^ -h .3 2 



n étant un entier positif et A e/ A' /e^ points ayant 
pour affixes les deux racines a et a! du radical. 

La fonction considérée a deux branchements 

a = 07 -H >Jx^ — I , a' ^= X — /a?^ — i 

et le pôle >s = o. Soit jjl le résidu de ce pôle. 

Si nous traçons le cercle C de rayon infini et le lacet AA^, 
qui ne passe pas par l'origine, puisque la droite AA' est 
parallèle à Oy si les racines sont imaginaires, et que, si elles 
sont réelles, elles ont même signe, nous aurons (n° 170) 



I-l-2'iri[JL= / =0. 
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Le pôle z = o étant d'ordre n-\- i, le résidu correspon- 
dant s'obtiendra en prenant le coefficient de z" dans le 

développement de ; ce sera donc le polj- 

y i — 2.XZ -+- z^ 

nome X,, de Legendre, et Ton aura 

I =± ÎTzXn' 

Nous renvoyons, pour la discussion du signe, au Cours 
d^ Analyse de M. Jordan, 2® Volume, page 295. 

172. Déterminer la valeur de l'intégrale 

dx 



J, {x — a 



)slx^ 



a désignant une quantité réelle comprise entre — i 

et -{- \. 

(Paris, novembre i885, 2* question.) 

Soit « >> o ; si nous considérons un contour fermé formé : 
1® de l'axe des x depuis l'origine jusqu'à l'infini, en évi- 
tant les points critiques a et i à l'aide de deux demi-cer- 
cles infiniment petits situés au-dessus de 0;r ; 2" d'un quart 
de cercle C de rayon infini; 3° de l'axe ^O, la fonction 
considérée n'aura aucun point critique à l'intérieur du con- 
tour. D'ailleurs, l'intégrale suivant le quart de cercle G 
étant nulle, l'intégrale le long de la première ligne sera 
égale à l'intégrale prise de o à l'infini suivant l'axe des y. 

La première intégrale se compose d'une partie imagi- 
naire répondant aux valeurs de la variable comprises entre 
zéro et j , de l'intégrale suivant le demi-cercle a, dont la 

valeur est » de l'intégrale suivant le demi-cercle 

i/i — a* 

de centre 1 , qui est nulle, et enfin de l'intégrale réelle L 
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Calculons / ; on a 

_ ç^ 






Jr^ dx __ r* {ax-hi)dx 
^ (ax— i)\/i-\-x^ J^ (a^x^-hi)\/i-^x^' 

d'où, égalant les parties réelles de deux intégrales, 

, iT /** X dx 

I = . — a I , y 

^i — a^ J {a^ x^-^ i) ^ i -{- x^ 



Pour calculer la seconde intégrale 






J _ . *°^ ax dx 

(a^x^-\- i) \/i-hx^ 



nous poserons ^T~^^~x^= u ; d'où 



r* adu I / aw \* 



I /ir ^ a 
arctang 



on a donc 



1 = - j — h arctang -^ ) = ^ ( - + arcsina ] . 



a \ _ I /TT 



Si a était négatif, on n'aurait pas à éviter le pôle «; par 
suite, 

T T I / TT a 

I = — Il = 7=- ( arctang 



le résultat est donc indépendant du signe de a. 

On obtient bien plus rapidement l'intégrale proposée 
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par remploi des variables réelles. Posant 



il vient 

dy 



dx _ idy 2 yj i — a> 



(^_a)v/ip2— I r-f-2a7-hi y/i — a^ . / jKH-a \2 

I — 1~ 



/ 






j (a? — a)v/^2 — , y/i — ^2 \^ y/| — a'^J-x 



I := - - ( arctang — ==r -H arctang 



y/i — a2 \ y/i — a2 y/i — a' 

2 



I — a^ 



arctang 



y/ I — a 



expression qu'il est aisé d'identifier avec celle que nous 
avons obtenue précédemment. 

173. Calculer, en se fondant sur les propriétés des 
intégrales prises suivant un contour fermé, la valeur 
de V intégrale 



1 = 



dans laquelle on attribue à log^ et à x^ leurs valeurs 

réelles, 

(Agrégation, 1882.) 

Nous chercherons l'intégrale 



^ ^ / x^ log; 



dXy 



qui, dérivée par rapport à a, nous conduira à la proposée. 
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Première méthode, — Posant x = e^, il vient 



e^ zdz ^ 



les pôles de la fonction à intégrer sont donnés par l'équa- 
tion 

e^=dtai = ai cos - ± t sin - ) > 

\ 2 2/ 



= loga zhilikn H — ) 



Intégrons la fonction le long du rectangle DABCD de base 
infinie et de hauteur égale à ii (J^g* 9)> il n'a qu'un pôle 





Fig- 9- 








y 






c 


nv 


B 






...fi 




D ( 


> 


ityO- ^ 


l 



-JJ 



simple 5| à son intérieur, et le résidu correspondant est 



J(iog.4-i^) 



ji,= - 



(loga 4-^) 



2iri 



loga 



CTZ\ 
2 / 



26 



*('0g«-H'-^) 



2 a 



On a d'ailleurs, puisque la fonction à intégrer est nulle, 
pour z = oo 

•y kK. *yr.n 



AB ^CD 
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de plus, 

e^ {x -h in) dx 

G étant une quantité réelle. 

Appliquant le théorème du résidu intégral, on a Téqua- 
lion 

/ V A 4 . 2 STC/' . , 

( ;^M ^^' / ITZX 

Ii\i — e^ J -h ÎTze^ G= — Tzia ^e^flogaH ) 

ou 

Il \e ^ — \/-\-iTzG= — Tz ia ^e ^ (logaH 

et, si l'on égale les parties réelles, 

_2 / _ X 

Ii= ô« M — f-v^Slogaj. 
On en tire successivement 



2â^ û?a /rt=i2 9 



(^-Hl/3l0g2)-^/3.2 », 



T _ '"' /"^ ^j^ l<5?2 



v/2»Vï8 3v/3 2/3 

Deuxième méthode, — Considérons le contour R 
représenté par ABCDEFA {^g» 10) et formons 



t/K 



'» 1 

z^ logz dz 
z2-ha2~' 



Variables imaginaires. 



1 1 f 



les intégrales prises suivant les cercles de rayon infini et 
de rayon nul sont évidemment nulles; la fonction à inté- 




grer n'a que le pôle z = ai dans ce contour ^ si donc [jl est 
le résidu correspondant, on aura 



Ii4- / = 7.7:111. 



Le long de DE, on a -s =:^ /-e'^ puisque l'argument de r, 
nul en B par hypothèse, a augmenté de tt; 



\ogz = logr -h Itzj 



1 1 TCi 

s"* = H e •* , 



^0 1 



^^' dr ?^ 



TU 1T/ 

e ^ Il — iize^ 







TZi 



d'ailleurs, le résidu jjl relatif au pôle z == ai^= ae^ est 



1 TZi 



l^ = 



ITZ 
2 



lai 



on en conclut 



\\-\- e'^ } -\- iize^ f -~ = ira "^e^ \\os.a 



ITZ 

1 



TZÎ 



Multipliant par e ^ pour mettre dans la partie imaginaire 
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rintégrale 

G = 



■/ 



« 1 
/^ dr 



2-t- «2 



qu'il est inutile de calculer, il vient 

qui donne, en égalant les parties réelles, la valeur précé- 
demment obtenue pour l'intégrale 1<. 

174. Étude de V équation de Kepler 

f(z) = z — a — a sin-3 = o, 

a étant réel et positif y et a une quantité réelle comprise 
entre o et tt. 

Proposons-nous de trouver le nombre des racines de 
cette équation comprises entre deux parallèles indéfinies à 
l'axe desj^ menées à des distances niz et (n-f- i)7r de l'ori- 
gine, n étant un nombre entier positif ou négatif. 

La fonction f{z) étant holomorphe, le nombre des ra- 
cines de l'équation y( 2) = o contenues dans un contour 
simple C est donné par la formule 






or 

'f'{z)dz 



s- 



/(^) 



= log/(^); 



donc, le contour étant fermé, l'intégrale est égale au pro- 
duit de i par la quantité \ dont a varié l'argument Ae f{z) 
le long du rectangle A A' BB', de hauteur 2 h infinie {fig» 1 1 ), 
et Ton a 

'211 



yàkiàbles imaginaires. 



ii3 



La variation "k de rarguraent de f{z) sur le contour du 
rectangle est égale à la somme de ses variations sur les 
quatre côtés. 



Fi{j. II. 
B B' 



y 




t 




- 


' ' 




■ 




n,n 




{Tv+2)n 









- 


r 


A 


^ 






i 


.V 



a> 



Sur les côtés AA', B'B, on a 



f{z)=x— azj^ ih 



11 
'1 



( eixà.h 



>—ix^Ji \ • 



); 



la distance h étant infiniment grande, on peut réduire cette 
expression à son terme principal 



OLl 



'1 



g/ig/ar ou 



ai , 

'2. 



Sur le côté AA', x croissant de mz à (n -j- i)7r, Targu- 
ment de f{z) éprouve une variation égale à H-tt; sur le 
côté B'B, X décroissant de (/i + 1)71 à mz, l'argument de 
/{z) éprouve encore une variation égale à -4- tt. La somme 
des variations de l'argument sur les deux côtés opposés 
A A', B'B est donc +2-71:. 

Sur le côté BA, on a 

z ^= mz -h «y, 

/(^) = m: — a-^i^y- (- i)« ~ (eX- e-r)j ; 
ViLLiÉ. — Comp. II. 8 
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l'argument de cette expression est donné par la formule 



tang6 = 



mz — a 



Lorsque j varie de H- oo à — oo, l'argument varie de 
an — oudeH — à et, par conséquent, éprouve 

2 2 2 2 *^ 1 ' r 

une variation égale à + 7t, ou à — tu, suivant que la quan- 

tite c =: ^^ — est positive ou négative. 

Sur le côté A'B', comme y varie de — oc à + oo, la va- 
riation de l'argument est égale à -j-ii ou à — iz, suivant 

que la quantité c= / \j^ \ ^^^ négative ou positive. 

Mais, excepté lorsque /i = o, le signe de c' est contraire 
à celui de c; la somme des variations de l'argument de 
f{z) sur les deux côtés opposés BA, A'B' est donc -h 2 tu 
ou — 2TU, suivant que la quantité c est positive ou néga- 
tive. Dans le premier cas, qui se présente lorsque n est 
un nombre positif pair ou négatif impair, la variation de 
l'argument sur le contour du rectangle est ^tz^ d'où l'on 
conclut que le rectangle comprend deux racines qui sont 
réelles ou imaginaires conjuguées ; dans le second cas, qui 
se présente lorsque n est un nombre positif impair ou né- 
gatif pair, la variation est nulle, d'où l'on conclut que le 
rectangle ne contient aucune racine. Lorsque /i = o, les 
deux quantités c et c' ayant le même signe, les variations 
sur BA et A'B' sont égales et de signes contraires, de sorte 
que la variation sur le contour du rectangle est égale à 
H- 2TU5 on en conclut que ce premier rectangle contient 
une seule racine, qui est nécessairement réelle, puisque 
à toute racine répond sa conjuguée. 

175. f{z) étant une fonction uniforme n^ ayant que 
des pôles simples dont les résidus sont des nombres en- 
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tiers, montrer que la fonction u définie par 

du ^ 

est uniforme et n^a que des discontinuités polaires; 
trouver ses zéros et ses pôles. 

(Gaen, novembre 1887, 3® question.) 

On a 

/ f{z)dz 

Soient deux chemins L el \J allant Ae z^kz et comprenant 
les pôles a, 6, . . ., A" : on aura, en désignant par A, B, . . ., 
R les résidus correspondants, 



Jf — / = 2 TT i 
L' «A 



(A-HB-i-...-hK)= iTz mi^ 



m étant entier; or e-'^'^'i^i, donc u a la même valeur, 
quel que soit le chemin parcouru pour aller de ;:;q en :;. 

La fonction u ne peut devenir nulle ou infinie que pour 
les valeurs de z qui rendent l'intégrale infinie, c'est-à-dire 
aux pôles de /(z). On a, dans le voisinage du pôle 
simple a, 

f(^)= -'-— ; +?(2)j 

Z = a étant un point ordinaire pour la fonction cp; on en 
tire, pour la valeur de u correspondante. 






Ç(3)rf3 



"="<•! ^7^) « " 



donc, pour ^ z=: a, u est nul ou infini suivant que le résidu 
A est positif ou négatif. 

Les zéros de la fonction u sont les pôles de f(z) ayant 
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un résidu positif; les infinis de u répondent aux pôles de 
f{z) dont le résidu est négatif. 

176. Démontrer qu^une fonction y de la variable 
complexe x satisfaisant à V équation différentielle 

dy X ç,o\.x 



dx ir 



■y 



est uniforme dans tout le plan. Trouver ses racines et 

ses pôles, 

(Paris, novembre 1886, 2® question.) 

Cette équation n'est qu'un cas particulier de celle du 

numéro précédent ; en effet, la fonction f(^x)= ~ a 

pour seuls pôles les points x = /itt, n étant un entier 
quelconque positif ou négatif, non nul; de plus, le résidu 
correspondant au pôle x = rnz est l'entier n. 

On en conclut que la fonction y est uniforme dans tout 
le plan et qu'elle devient nulle ou infinie pour x = /itt, 
différent de zéro, suivant que n^o. 



177. Étude de la relation u ^=-- 






I 

z 



Soient A et B les deux points du plan représentant les 
deux variables imaginaires ^ et w; si l'on s'impose la con- 
dition que la distance AB reste constante, le mouvement 
de cette droite dans le plan est parfaitement défini , 
puisque l'équation proposée équivaut à deux relations 
entre les modules et les arguments des variables z et u. 

Pour l'étudier, remarquons que 

AB = mod(w — ^) = mod - : 

z 

le module de z reste donc également constant, et le point A 
décrit une circonférence de centre O. Soit C un troisième 
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point invariablement lié à AB : son affixe est 

a étant une constante; car, sous cette forme, on reconnaît 
aisément que les modules de Z — ^ et de Z — ii sont des 
constantes. Le point G sera le centre instantané de rota- 
tion de la figure, si Ton détermine a par la condition 

dZ = dz -h oi.d{u — ^) = o; 

or la relation proposée, qui peut s'écrire z(u — .5) = i , 

donne 

dz d(u — z) 

1 =0; 

z u — z 

on a donc 

dz z 



a. = 



d{u — z) u — z 



L'affixe de G est, d'après cela, z H — (u — :;) ou sim- 
plement 2Z] de là résulte que le lieu du centre instantané 
est une circonférence de rayon 0G = 2 0A. La courbe 
mobile roulant sur celle-là dans le mouvement considéré 
est une circonférence de centre A et de rayon AG. On re- 
trouve ainsi le roulement bien connu d'une circonférence 
à l'intérieur d'une autre de rayon double, et l'on en con- 
clut que le point B décrit une ellipse. 

Pour avoir l'équation de cette ellipse, il suffit de faire, 
dans la relation proposée, z = re^^, etl'on trouve (n° 135, 5°) 



r 



ïï i-^) 



ellipse dont les foyers sont les points x = ± 2, 

Si le point z décrit successivement autour de O une 
série de cercles concentriques, le point u décrit une série 
d'ellipses homofocales. 
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Si le point z décrit une droite OA, trajectoire ortho- 
gonale des cercles concentriques, le point u décrira une 
trajectoire orthogonale des ellipses précédentes, en vertu 
du principe de la représentation conforme; or, l'argument 
de z étant constant, la courbe décrite par u est l'hyper- 
bole 

cos*6 ~ sTn^^ ~ 

La relation u=: z -\ — équivaut donc à la transformation 

d'un système orthogonal de cercles et de rayons en un 
système de coniques homofocales. 

178. Etant donnée la relation z ^=^u -\- é^ entre deux 
variables imaginaires, dont les valeurs sont représen- 
tées par les positions de deux points K et Bpar rapport 
à deux axes rectangulaires Ox et Oy, on demande : 

I ^ De montrer que, pour que la droite AB ait une lon- 
gueur donnée m, il faut que les deux points K et ^ se 
meuvent respectivement sur deux lignes déterminées a 

2" De discuter la forme et la position des lieux géo- 
métriques OL et ^ suivant la grandeur de m : 

3° De trouver les trajectoires orthogonales des lignes 
CL et des lignes ^ correspondant aux diverses valeurs 
de m\ 

4° De déterminer dans quelle région du plan doit 
être le point d^afjlxe z pour que la valeur de u qui se 
réduit à zéro pour z = i soit développable en série or- 
donnée suivant les puissances positives et entières de 

z — I. 

(Gaen, juillet i886.) 

1° La relation proposée équivaut à deux équations entre 
les quatre coordonnées des points A et B; en y joignant 
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la relation AB = const. =:=: m, on a trois équations qui dé- 
terminent les lignes a et j3. 

2° Si Ton pose u z^- x -\- iy^ on a 

m = mod {z — «^ ) = mod e" = e* ; 

la ligne ^3 est donc la droite x = logm :^ c. 
On a encore 

z=.\-+-i\ = c-it-iy-r- e^{cosy -h ismy)\ 

d'où 

X = c -h e*^ cos^, 

Y =y -^ e*^ sin^, 

ce qui montre que la ligne a est une cycloïde engendrée 
par un point du plan d'un cercle de rayon égal à l'unité 
roulant sur la droite x •= c — 1, parallèle à l'axe des y et 
ayant un sommet sur Oj;; la cycloïde est raccourcie, or- 
dinaire ou allongée, suivant que m = i . 

3° Les trajectoires orthogonales des lignes ^ étant les 

droites y =z a^ celles des cycloïdes a sont données par les 

équations 

X = a? -4- e* cosa, 

Y = a-f-e^sina; 

ce sont donc les logarithmiques 

X = ( Y — a) cot a -^ loe — r — • 

° sina 

4^ La fonction u Ae z peut être développée suivant la 
série de Taylor tant que u reste fonction holomorphe de 
Z'^ or les points critiques de u sont définis par les équa- 
tions 

F(2, u) = U-+- e" -- z = o, 

d¥ 

-T— = I -h e»= o: 

ou 

d'où 
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ces points sont situés sur la parallèle ^ = — i à l'axe des 
y^ et les plus rapprochés du point z = i sont les points 
z = — I =1= in. Le développement est donc légitime pour 
toute la région du plan comprise à l'intérieur du cercle de 
centre z = i et de rayon égal à yj^ +iî*. 

179. Définition des fonctions elliptiques sn.3, en 3 et 
An 2 au moyen des quatre transcendantes de Jacobi, 

Relations algébriques et relations différentielles 

entre ces fonctions, 

(École Normale, i888, i*"** question.) 

Voir Cours professé par M. Hermite à la Sorbonne. 

180. Prouver que V intégrale j sn^ z dz n^est suscep- 

tible que d^ une seule et unique valeur. 

On rappelle, pour traiter cette question, la relation 

sn(z -H iK') - 



k ?>nz 
(Paris, novembre i885, 3® question.) 

Considérons deux chemins quelconques allant Ae a k h 
et formant, par suite, un contour fermé 5 ce contour com- 
prendra à son intérieur un certain nombre d'infinis doubles 
de la fonction à intégrer, compris dans la formule 

z = 2/nK H- {2n -f- i)iK' ; 

cherchons le résidu relatif à l'un d'eux. La fonction sn*^ 
admettant les périodes 2K et 2«R', on a 

sn^fs -f-2/nK -^ (in-h O^K'! = sn^(z -h iK') = rs — r-] 

« 

or la fonction impaire sn^, s'annulant pour s =: o et ayant 
pour dérivée première cnoAno = i, est développable 

comme suit 

snz = z ~{- (xz^-\-, . ,: 
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d'OLl 

le résidu correspondant à un pôle quelconque est donc 
nul, et il en est de même de l'intégrale prise suivant le con- 
tour considéré, ce qui démontre la propriété énoncée. 

Nous avons donné d'ailleurs (n° 106) la valeur de Tin- 
légrale elliptique de seconde espèce dont il s'agit. 

181. Exprimer les fonctions %^{z)^ H<(^), B(:5), 
H (5) définies par les constantes \Ys^ et liYJ, R et YJ 
étant des quantités réelles et positives. Donner V exprès- 
sion des racines des équations que Von obtient en éga- 
lant à zéro Vune quelconque de ces fonctions. 

(Paris, novembre i8^4j ^^ question.) 

Cette question étant classique, nous nous contenterons 
de rappeler les résultats obtenus. 

tcK' 

Posant (7 = e *^ , on a, m étant entier, 



^,{z) = i ^ 'X 2^q"^^ cos -^ 



ao 

Z 
— > 



l 

00 / i\ S 



Hi(^)= ^2 



('« + i)' 



I \ 7: 



q -. cos(m-H-i— , 





00 



6(2) = I-f- 2 V(— I)'«^"^'C0S— î^-, 



rmzz 
K 



1 

00 



i--\)\... 





Enfin l'on a 

6i(.s)=o pour >3 = (î/n -4- i)K -H (î/iH- r)iK', 

Hi(^) = o pour z — {iTn~{- \)K->r iniYJ^ 

e(^) =0 pour z = imK-\-{in-h\)iK\ 

H(^) =0 pour z = imK-\- iniK', 
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182. Démontrer V identité 

11(237) e(o) 61(0) Hi(o) = 26(37) 61(37) H(a7) Hi(a7), 

dans laquelle 0(^), ©i (^), H(\r), H|(;r) sont les fonc- 
tions de Jacobi* 

On rappelle les relations 

e (37-hiK') = AHC37), H (^-hiK') = A6(^), 
6i(^ -+- IK') = 1 H, (37), Hi(x + iK') = X 61(37), 

oà /'o/i « posé 

(École Normale, i885, 2® question.) 
Ecrivons l'identité sous la forme 

6f3?)6,(3?)H(iF)H,(37) 



e(o)ei(o)Hi(o) = 2 



H{ix) 



dans laquelle le premier membre est une constante ; on voit 
facilement que le second membre est doublement pério- 
dique. En effet, les formules 

e (3^-f-K)::::.6i(^), H(:r + K)= Hi(37), 

6i(3:-hK):=r e (37), Hi(:r-i-K) = — H (37), 

H(23r-f-2K) = — H(23:) 

mettent en évidence l'existence de la période K. 

D'ailleurs, si l'on ajoute iK' à œ, le numérateur se mul- 
tiplie par — X% et le dénominateur devient 

H(237H-2lK')=— H(2^)e ^^ , 

de sorte que la fonction admet aussi la période i¥J . 

D'autre part, on reconnaît aisément que cette fonction 
est holomorphe, puisque, les zéros de H(^) étant 

2mK -hiniK', 
ceux de H(2:r) sont :r = mK + /nR', c'est-à-dire les 
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mêmes que ceux du numérateur. La fonction se réduit donc 
aune simple constante c, qu'il reste à déterminer : faisons 
pour cela ;r = o, il vient 

c = .e(o)e.(o)H.(o)xlim[iig-J^j 
or, H(o) étant nul, la limite cherchée est égale à 



lim 



2H'(2a7) i' 



puisque, les zéros de H(;r) étant simples, H'(o) n'est pas 
nul. L'identité proposée est donc démontrée. 
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75. Un point M parcourt avec une vitesse constante 
toR une circonjérence de rayon R qui tourne autour 
d^un de ses diamètres AB supposé fixe. On demande 
quel doit être, au bout d^ un temps quelconque t^ C angle 
«p dont a tourné le plan de la circonférence pour que la 
vitesse absolue de M soit toujours égale à Rwy/^. Pour 
t = o, le mobile se trouve à V extrémité dUin des rayons 
perpendiculaires sur AB. 

Quelle est la trajectoire? Accélération totale à une 

époque quelconque? 

(Gaen, juillet 1886. > 

Cherchons l'expression de la vitesse absolue de M; si 
l'on désigne par 6 l'angle dont a tourné OM dans le plan 

mobile, la vitesse d'entraînement R cos 6 -^^ étant perpen- 
diculaire à la vitesse relative wR, on a, pour déterminer i{^, 
l'équation 



R y/2 = R i/( 



a)Ri/2 = Ri / ai2_h ^ cos^e 
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OU 

on en tire 

d(oit) 



d'\> = 



COSOit 



•^ = logtang(|^ ~^ t) "" logtangQ -f- -j. 

Pour ^ z=z - , ^ devient infini ; la trajectoire est asym- 
ptote au pôle A vers lequel se dirige le point mobile. 
D'ailleurs, elle coupe tous les méridiens sous le même 
angle de 45^, puisque les deux vitesses composantes sont 
égales toutes deux à wR et dirigées l'une suivant le méri- 
dien, l'autre perpendiculairement à ce méridien. La tra- 
jectoire est une loxodrome.^ cherchons l'équation de sa 
projection sur le plan normal à AB, on a 

6 
i-htang- 
, ^2 cos8 r 
e'\-^ -i^ = r—r^ = î^^ ; 



d'où 



6 I — sinO H 
I — tang- 

^2 



r iR 



Comme on a R rf9 = --> la courbe est rectifiable, et sa 

longueur d'un point asymptote B à l'autre A est ttR y^2. 

Pour déterminer Taccélération totale, en coordonnées 
semi-polaires, nous avons les relations 

d^ o) 



dt coso)^ 



r^Rcoso)/, <3 = Rsinai^; 



d'où, pour les composantes de l'accélération y : 
1° Suivant O^, 



-.— = — a)2Rsinto^; 
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2° Suivant le prolongement de r, 



df^ dt^ cosiùt' 

3® Suivant la perpendiculaire au plan azimutal, 

('^ Tt) ~ ~ ;r (^ï^'cosw^) = — wîR tango) <; 
ce qui nous donne 



1 ^ 

r dt 



Y = 0)2 R I / sin2 0) < -{- ( cos lùt -\ ) -h tanff^ o) t 

' y \ coso)^/ " 

= 0)2 R y/2 y/9. H- tang2 0) f . 

La vitesse du mobile étant constante, son accélération 

est centripète; d'où l'expression du rayon de courbure de 

la loxodrome 

_ t^ _ R 



ï v/i + i tangse 

Or soient G le centre de courbure sphérique de la courbe 
et MC = co, on a 

P . 



d'où la relation 



smcp= ^, 



C016 = —- tangcp, 

v/2 



qui montre que le triangle sphérique MAC est rectangle 
en A. On en déduit une construction très simple de la 
droite polaire OC; on mène le méridien AC perpendicu- 
laire au méridien du point M, et on le prolonge jusqu'à sa 
rencontre en G avec l'arc MG normal à la courbe. Gette 
construction s'applique d'ailleurs à toute loxodrome. 

76. Un point se déplace sur une sphère avec une vi- 
tesse constante, de telle sorte que la longitude et la lati- 
tude varient proportionnellement ; trouver en fonction 
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de la latitude les composantes de l^ accélération suivant 

le rayon de la sphère et deux droites rectangulaires du 

plan tangent, 

(Paris, juillet 1889, a* question.) 

Soient a le rayon de la sphère, \ la latitude et i^ la lon- 
gitude du point mobile; on a, par hypothèse, 

v^— a> y- = «2 _^ (i _|_ ^-2 cos^A ) = const.: 

d'où 

, ,„ . û?2X (^2 ^2 sin X cos X 

d^^ = kd^'\. -f-T- = rs ^^-T;:• 

^ ' dt^ a2(i + Ar^cos^X)* 

Les projections de l'accélération, en coordonnées sphé- 
riques : i** sur le rayon vecteur; 2"^ sur la normale exté- 
rieure au cône droit d'axe Oz] 3° sur la perpendiculaire au 
méridien dans le sens où ^ augmente, sont, en général 
(ViLLii^:, Cours de Cinématique, n" 23, p. 25), 

d^r d)^ „^ ^4^* 

' dt^ dt^ dt^ 



\ d [ ^d\\ . . . d^^ 



' rcosA dt\ c 

Elles deviennent ici 



2 

dt I ^^^'dt^ 

l^ 
dt 



(,2 

Y,. = = const., 

' a 

_ i>2X^2 sinX cosX(2 -i- A"2 cos^X) 

^" ~ \ â(T^rT2~côs2X7 ' 

_ i'2/:sinX(2 -f- /:' cos^X)^ 
^"* "" a(n-A:2cos2XJ2 ' 

d'où la relation 

T«— ^ï//i cosX. 

77. L^ extrémité A d^une droite AB se meut sur une 
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circonférence dont le rayon est précisément égal à AB, 
tandis que V extrémité B se meut sur un diamètre de 
cette circonférence. En quoi consiste le mouvement épi- 
cycloïdal d^ une figure plane entraînée par AB? 

(Poitiers, juillet i883.) 

Le centre instantané I est au point de rencontre du 
rayon OA avec une normale menée par le point B au dia- 
mètre décrit par ce point; on a donc AI = OAi=a. La 
base est un cercle concentrique au premier et de rayon i a ; 
la roulante est un cercle de rayon a qui roule à l'intérieur 
du précédent. 

Tout point du plan mobile décrit donc une droite ou 
une ellipse. 

78. Un plan mobile se déplace sur un plan fixe : on 
considère toutes les droites du plan mobile, et Von prend, 
à un instant donné, le centre de courbure de V enve- 
loppe de chacune de ces droites au point de contact de 
la droite avec V enveloppe. Quelle est la courbe sur la- 
quelle se trouvent tous ces centres de courbure? 

(Ecole Normale, 1886, i""® question.) 

Le lieu cherché est la circonférence symétrique, par rap- 
port au centre instantané, de celle des inflexions. {Cours 
de Cinématique, p. 81, n° S9.) 

79. Une figure invariable se meut dans son plan. 
Trouver, à un instant donné, le lieu des points dont 
V accélération va passer par un point donné, 

(Paris, juillet i885, i"^® question.) 

Prenant pour origine le point donné, on devra avoir, 
pour un point quelconque du lieu cherché, 



X y 

ViLLiÉ. — Comp. II. 
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OU, en remplaçant les composantes de Taccélération par 
les valeurs trouvées (n° 5), 

-^[a7(a: — a)-+-7(7— p)] 

c'est Téquation d'un cercle passant à l'origine et par le 
point d'accélération nulle. 

80. On suppose qv! une figure plane liée invariable- 
ment à un plan mobile P' se meut sur un plan fixe P, 
de telle sorte qu^un quelconque de ses points M décrive 
une courbe fermée enveloppant une aire plane S. 

Quel est dans le plan mobile P' le lieu des points M, 
tels que le centre de gravité de Vaire correspondante S 
soit sur une droite donnée D du plan fixe P? 

Démontrer que ce lieu est une conique, 

(Ecole Normale, i885, i™ question.) 

Soient a et 6 les coordonnées d'un point du plan P' 
pris comme origine des axes entraînés X et Y, ^ et j^ les 
coordonnées absolues d'un point du plan mobile, 

AiP-h Bj--i- G = o, 

l'équation de la droite D, enfin x^ et y^ les coordonnées 
du centre de gravité de l'aire S. On a les formules de trans- 
formation 

a? == a -H X cos a — Y sin a, 

j' = 6 -h X sin a H- Y cos a ; 

la courbe décrite par le point M sera fermée si a et fe sont 
des fonctions périodiques de a admettant la période 27î, et 
l'on aura, quelle que soit la position de Torigine fixe par 
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rapport à la trajectoire de M, 

27C 



\ (xdy—ydx), 
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Sxi=^-f x{xdy—ydx), 





,2'7r 



Syi=~J y{xdy — ydx)\ 



or le lieu des points cherchés satisfait à l'équation 

ASa?i-H BS^i -f-GS = o; 

pour l'obtenir, il suffit donc de calculer les trois inté- 
grales précédentes. 
On a successivement 

dx = {a' — X sina — Y cosa) daj 
dy — (ô'-hX cosa — Ysina)é/a, 

r^'')X2H-Y2-+-X[(a-f-6')cosa-h(6-a')sina] ) 
J^ I -+-Y[(6 — a')cosa-(a-h6')sina]-+-(a6'— 6a')l 

i MdoL-hY ^doi^l Rda, 

«^0 ^0 



Sxi = \ f (a + Xcosa-Ysina)(X2 + Y2-hMX + NY-i-R)<fa; 

or il est évident que dans cette dernière intégrale les 
termes du troisième degré disparaissent, puisqu'ils ont 

J^2TZ ^2U 

f cosarfa ou / sinarfa. Il en est de 

même dans l'expression de Sy» ; donc le lieu cherché est 
une conique dont Téquation se simplifie si Ton prend la 
droite donnée D pour l'un des axes coordonnés. 

81. Deux cercles G et G de rayons R et R' peuvent 
tourner indépendamment l'un de Vautre autour de 
leur centre commun O. 
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Le cercle G engrène extérieurement et le cercle Cl 
intérieurement avec un troisième cercle F. 

Le cercle G tourne as^ec la vitesse angulaire w et le 
cercle C! avec la vitesse angulaire w' ; dans ces condi- 
tions, le mouvement du cercle F est complètement dé- 
terminé. 

On demande d^abord de calculer la vitesse angu- 
laire avec laquelle se déplace la droite O^ joignant le 
centre fixe O au centre y du cercle F. 

On considère ensuite un plan invariablement lié au 
cercle F : trouver à un moment quelconque la position 
du centre instantané de rotation de ce plan, 

(École Normale, 1884, i*"® question.) 

Soient A et B les points du cercle F, en contact avec les 
cercles G et G', w, la vitesse angulaire de rotation de la 
droite Oy; on a 

d'où 

wR-hw'R' wR + w'R' 

.,= ^ et ^,= -RTTlf-- 

Enfin, si r est la distance, comptée positivement sui- 
vant OA, du centre instantané I au point O, on doit avoir 



R— r K'—r' 

d'où 

RR'(w'— 0)) 



OI = r = 



w'R'— toR 



82. On considère la figure déforme invariable formée 
par la tangente à une spirale logarithmique et le 
rayon vecteur. 

On demande de déterminer les deux lignes dont le 
roulement sans glissement suffirait à définir le mouve- 
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ment. On construira le cercle des inflexions à un in- 
stant quelconque du mouvement, 

(École Normale, juillet 1887, i™ question.) 

Le rayon vecteur du point décrivant M enveloppant un 
cercle de rayon nul, ayant son centre au pôle O, le centre 
instantané de rotation correspondant I est sur la perpen- 
diculaire au rayon vecteur OM menée par le point O; de 
plus, il est sur la normale à la spirale, roulette du point M, 
donc il est au centre de courbure de la spirale. La base 
est, par suite, le lieu des centres de courbure de la spirale, 
c'est-à-dire une spirale égale à la proposée, et la roulante 
une droite. 

Le point J du cercle des inflexions, diamétralement op- 
posé au centre instantané I est défini de position par 
l'équation {Cinématique y n° 55) 

I I I _ 
J ^ R ~ R' ~ ""' 

et, comme R'=oo, le point J est symétrique par rapport 
à I du centre de courbure de la base. Le cercle des in- 
flexions passe donc, à chaque instant, par le point symé- 
trique du pôle relativement à la roulante. 

83. Un segment de droite AB de longueur invariable 

se meut en restant tangent à un cercle C, tandis que 

son extrémité A décrit une tangente fixe T {fig* 12) 

de ce cercle. Construire le centre instantané et trouver 

les deux courbes qui, dans ce mouvement, roulent 

Vune sur Vautre sans glisser. 

(Besançon, juillet 1884.) 

Le point I de rencontre des normales à la tangente T 
au point A et au cercle en G est le centre instantané. 
Si nous menons AX perpendiculaire à AB, la figure 
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OEAI est un losange en vertu de l'égalité des triangles 
lAG, EAD; donc 01 = lA, c'est-à-dire que la base est 
une parabole de foyer O et de directrice DT. 

Fig. 12. 




La même égalité prouve que la roulante est une para- 
bole égale à la première, de foyer A et dont la direc- 
trice OG est parallèle à AB. 

Si l'on remarque que, lorsque le point A est en D, les 
sommets des deux paraboles coïncident au milieu de OD, 
on en conclut que : 

Lorsqu'une parabole roule à l'extérieur d'une parabole 
égale, de façon que les deux sommets viennent à coïn- 
cider, le foyer de la première décrit la directrice de la se- 
conde, et la perpendiculaire à son axe menée par son 
foyer reste tangente à un cercle de rayon égal au para- 
mètre de ces paraboles, dont le centre est au foyer de la 
parabole fixe. 

84. Une figure plane se meut sur un plan fixe y de 
manière que deux de ses points A e^ B glissent sur deux 
droites rectangulaires Ox et Oy du plan fixe et que 
le milieu de la droite AB = 2 / ait une vitesse constante. 



CINÉMATIQUE. . l35 

Trouver, pour une position donnée de la figure, le lieu 
des points dont V accélération tangentielle est nulle, et 
celui des points dont V accélération centripète est nulle, 

(Gaen, novembre i885.) 

La base est un cercle décrit de O comme centre avec 2 / 
pour rayon et la roulante, un cercle de rayon l intérieur, 
au premier ;^ le milieu de AB décrit le cercle de rayon /, 
trajectoire du centre de la roulante. 

La vitesse (o/ du milieu de AB étant constante par hy- 
pothèse, il en est de même de (o ; d'ailleurs les formules 
{Cinématique, n*^* 54 et 55) 

0) _ I _ I 1 

V ■""" J ~ R~" R^ 

donnent 

V = — 2/w = coiist., J = 2/; 

le centre géométrique J des accélérations est donc à l'ori- 
gine. 

Le lieu des points d'accélération centripète nulle, ou 
cercle des inflexions, étant le cercle décrit sur IJ r= 10 
comme diamètre, est la roulante. 

Le lieu des points d'accélération tangentielle nulle est 

un cercle tangent à IJ en I et de diamètre ->— r=oo; c'est 

di 
donc la droite OL 

85. Etant données deux droites OP, OR, liées à un 
corps solide et passant par un point fixe, on fait 
éprouver à ce corps une rotation directe de 90° autour 
de OP, suivie d^une nouvelle rotation directe de (^o^ au- 
tour de la nouvelle position occupée par OR. Déter- 
miner les coordonnées sphériques de Vaxe de la rota- 
tion unique que Von pourrait substituer aux deux 
premières, ainsi que l'angle de cette rotation. 
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On prendra OP pour axe polaire, le plan OP, OR 
pour origine des longitudes. 

(Paris, novembre 1888, i*^® question.) 

Soient {fig. i3) Tangle POR = 9, R' et F les posi- 
tions de R et P après les deux rotations successives de 90" ; 

Fig. i3. 




le pôle I de Taxe de rotation cherché est au point de ren- 
contre des arcs de grands cercles R'I et PI menés perpen- 
diculairement à PP' et RR' en leurs milieux. Le triangle 
sphérique IPR' est isoscèle, car ses angles en P et R' sont 
de 45° 5 la longitude de I est donc de 45^ et sa latitude 

L= PI. Or le triangle sphérique rectangle PI A 



TT 
2 

donne 



6 



tangPI X cos45°= tang- 



r 

ou cotL = ^2 tang - 



Enfin l'angle RIR' de la rotation, compté dans le sens 
direct est 2tc — 4^, à cause de l'égalité des triangles PIR, 
PIR', et l'on a, pour déterminer a, 



cos a = sm 45° cos - = -— cos - <. 

/■2 



e 

2 



e 
2 
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d'où 

cos2a = cos* 1 — — sin* - • 

2 2 



TZ 
'1 

à TT. 



L'angle 2a > -; l'angle de rotation est donc inférieur 



86. Un corps solide se meut autour d'un point fixe; 
trouver, à un instant donné, le lieu des points du corps 
pour lesquels V accélération tangentielle est nulle. 

Ecrivant que l'accélération d'un point est perpendicu- 
laire à sa vitesse, on a l'équation 

dx d^x dy d^y dz d^z _ 
~di~d^~^ di ~d^ '^di W ~ ^' 

qui exprime d'ailleurs que -7- = o. 

D'autre part, 

dx 

-^ = qz-ry, 

d^x _ dq dr dz dy 

~d^ ~ ^~di ~~^~di '^ ^ di ~~^ di 

= q' z — r'y -^p{pcc -\- qy -h rz) — w^ar; 

or on a identiquement 

I,p(qz — ry) = Oy I, x(qz — ry) = o; 

le lieu cherché est donc le cône du second degré 

I.(qz — ry){q'z — r'y) = o, 

dont l'axe instantané de rotation est une génératrice. 

Si Ton prend pour axe des z l'axe instantané de rota- 
tion à l'époque considérée et le plan zOx passant par l'ac- 
célération angulaire, il faudra faire 
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l'équalion du cône précédemmenL trouvé prend la forme 

très simple 

r'{x^-\-y^) — p'xz — o; 

les seclions de ce cône par des plans normaux à l'axe in- 
stantané sont des cercles. 

87, Un corps solide étant en mou^'ement, quel est, à 
un instant /, le lieu géométrique des points du corps 
dont la vitesse a une valeur numérique donnée v, 

(Paris, juillet 1888, 2* question.) 

Soient, à l'instant considéré, V la vitesse des points de 
l'axe hélicoïdal pris pour axe des ^ et o) la vitesse angulaire 
de rotation autour de cet axe; les composantes de la vi- 
tesse d'un point x^ y^ z sont {Cours de Cinématique, 

p-i49) 

dx dv dz ^. 

dt -^^ dt ' di 

Le lieu cherché a donc pour équation 

0)2(572 _4_ ^2) -+- V2=: p2 ; 

c'est un cylindre de révolution autour de l'axe hélicoïdal, 
ce qui était évident a priori, 

88. On considère, à un moment donné, un système 
invariable en mouvement , La position des différents 
points du système est rapportée à trois axes de coor- 
données rectangulaires dont Vun, Vaxe O^, coïncide 
avec Vaxe instantané de rotation; on désigne par (o la 
vitesse angulaire de rotation et par V la vitesse de glis- 
sement le long de cet axe. 

Soient, dans ces conditions, 

X ^= az -\- p^ y = bz -\- q 



CINÉMATIQUE. iSq 

les équations d^une droite D. Le mouvement du système, 
à r instant donné, peut être considéré comme résultant 
de la composition de deux rotations dont V une a pour 
axe la droite D : on demande de trouver les équations 
de Vaxe de rotation conjugué A. 

(Paris, novembre 1884, i*^® question.) 

Première méthode, — Soient X, Y, Zles coordonnées 
d'un point quelconque de la droite cherchée A, les com- 
posantes de la vitesse de ce point seront 

v\ = — toY, py=wX., (^z=V; 

le mouvement de ce point résultant de sa seule rotation 
autour de D, sa vitesse doit être perpendiculaire au plan 
qui passe par ce point et la droite D. Or ce plan a pour 
équation, x^ y qX, z étant les coordonnées courantes, 

X — az — p _ y — bz — q^ 

d'où les équations du lieu des points X, Y, Z 
wY wX V 



\ — bZ — q X — aZ—p a(Y — 6Z — ^) — 6(X — aZ— />) 

qui donnent immédiatement 

(i) aY — bX=-; 

la première peut s'écrire 

Z(aY — bX)^pY-qX = o 
OU, en tenant compte de la précédente, 

(2) ^Y — ^Xh-~Z=o. 

(0 

Les équations (i) et (2) représentent la droite cherchée A. 

Seconde méthode, — On arrive plus rapidement à cette 
solution si l'on s'appuie sur cette propriété de la droite A 
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d'être Tintersection des plans focaux des points de la 
droite D. Si l'on désigne par X, Y et Z les coordonnées 
courantes, le plan focal du point x^ /, z, perpendiculaire, 
par définition, à la vitesse de ce point, a pour équation 

VocÇ^ — x) -f- VyiX —y) -f- (^z(Z — -^) = o 

ou 

V 

X\ — ^X H (Z — .3) = 0. 

Exprimant que le point considéré est sur la droite 
donnée D, l'équation précédente devient 

V 

\{az -^ p) — lL{hz-\- q)-A (Z — ^) = o, 

et cette équation est satisfaite, quel que soit z^ pour tous 
les points de la droite représentée par les équations (i) 

et (2). 

89. Un corps solide est animé d^un mouvement quel- 
conque donné. Quel est, à un instant donné, le lieu 
géométrique des points du corps dont les vitesses pro- 
longées concourent en un point donné A? 

Quel est le lieu géométrique formé par les droites 
suivant lesquelles sont dirigées ces vitesses? 

(Paris, novembre 1886, r* question.) 

Prenons le point donné A pour origine des axes X, Y et 
Z invariablement liés au corps ; le lieu des points cherchés 
est donné par les deux équations 

(^ _ (^Y _ i>Z 

X ~ Y ~ z^ 

ou [Cours de Cinématique, p. i5i, n® 105) 

P-4-yZ — rY _ QH-rX — jpZ 
X ~ Y 

_ R-f-jpY — ^X _ Pjp-HQ^-f-R /\ 
■" Z ~ ^^-^qY-\-rZ' 
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le numérateur de la dernière fraction n'est pas nul, sans 
quoi il y aurait simple rotation; la courbe cherchée est 
donc l'intersection des deux paraboloïdes hyperboliques 

(P 4- ^Z - rY) (>X 4- ^ Y + rZ) = (PjD -h Q^ + Rr)X, 
{Q-h rX^ pZ)ipX -\- qY -i- rZ) = (F/? -H Q^ -+- Rr)Y, 

qui admettent le plan normal à Taxe hélicoïdal 

pX -h qY -h rZ = o 

pour plan directeur commun. 

Pour avoir Téquation du cône ayant pour sommet le 
point A et pour directrice le lieu précédemment obtenu, il 
est évident qu'il suffît de remplacer, dans les équations de 
cette courbe, les coordonnées X, Y et Z par leur quotient 
par une constante arbitraire A", et d'éliminer k entre les 
équations ainsi obtenues; or une combinaison très simple 
de ces équations donne la suivante 

k(Pp-\-q q-^Rr) _ ^(P X-f-QY + RZ) ^ 
pX-hqY-^rZ ~ X«4-Y2-hZ« ^ 

d'où le cône du second degré 

(Py? + Q^ -t- Rr) (X2-+- Y2-f- Z2) 
= (PX 4- QY 4- RZ) (/?X -f- ^ Y -h rZ). 

On obtient des formules plus simples si l'on prend 
l'axe AZ parallèle à l'axe hélicoïdal et le plan des XZ pas- 
sant par cet axe; appelant a la distance de ces deux axes, 
on a, pour les équations du lieu cherché, 



ou 



— wY (o(X — a) 
X Y 


R 
Z 


X2+Y2-aX, 




(oYZ-hRX=o; 





la première représente un cylindre circulaire droit passant 
par Taxe AZ et l'axe hélicoïdal, et la seconde un parabo- 
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loïde hyperbolique ayanl le plan des XY pour plan direc- 
teur et admettant l'axe des Z comme directrice rectiligne. 
Le lieu des vitesses de ces points s'obtient en formant 
une combinaison homogène des équations précédentes 

R(Xî4- Y2)-f-aa)YZ = o. 

Ces équations se déduisent, d'ailleurs, aisément de celles 
que nous avons obtenues précédemment en y faisant 

p = o, q — Oj r = w; 
P := o, Q = — tua. 

90. Un solide est animé du mouvement le plus gêné- 
rai; on demande de déterminer quel est, à un instant 
donné, le lieu des points du corps pour lesquels l^ accé- 
lération est : 1° normale ; 2° tangentielle. 

Le choix d'axes le plus simple consiste à prendre pour 
axes (les Z l'axe hélicoïdal à l'époque considérée t et pour 
axe des Y la perpendiculaire commune à cet axe et à Taxe 
hélicoïdal à l'époque t -{- A^. 

Les formules qui donnent à l'instant considéré les com- 
posantes de la vitesse et de l'accélération d'un point quel- 
conque du solide sont (Cours de Cinématique, p. 161, 

nM13) 

Px = — (oY, rv^wX, t^z=V; 

Yx=P'— A-'Y-w^X, 
YY= r'X— jo'Z — a>2Y, 
Yz=R'-+-yY. 

1° Exprimant que l'accélération est perpendiculaire à 
la vitesse, on a l'équation 



r'(X^-\-\^)—p'XZ-\-(^ — v\Y-\- 



VR' 

=0, 



le lieu est un hyperboloïde qui coupe le plan des YZ sui- 
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vant deux parallèles à OZ; selon qu'elles sont réelles ou 
imaginaires, l'hyperboloïde est à une ou deux nappes. 

2® Les conditions pour que l'accélération soit tangen- 
tielle sont 

ou 

V(P'— /''Y-a>2X) + a)Y(R'4-yY) = o, 

w2( X2 -f- Y2 ) H- ^' YZ — P'X = o ; 

la première équation représente un cvlindre parabolique 
dont les génératrices sont parallèles à Taxe hélicoïdal. Ces 
deux surfaces ayant une génératrice commune Y = o, 
w^X — P'=:o, le reste de leur intersection, qui seul re- 
présente le lieu cherché, est une cubique gauche. 



91 . Un solide est animé d^un mouvement hélicoïdal: 
trouver, à un instant donné, V équation différentielle 
des courbes gauches, lieu des points pour lesquels le 
plan osculateur et le plan focal sont confondus. 

Prenant pour axe des z l'axe hélicoïdal, les coefficients 
directeurs du plan focal d'un point sont — (ojk? wjc et V; 
désignant par A, B, C ceux du plan osculateur, les courbes 
cherchées doivent satisfaire aux équations 

A B G kdx -h'Qdy-\-Cdz 



ta y (i}x V — ii)y dx -h w a? dy -h\ dz 

Ad^x-}-Bd^y-\- Gd^-z 



— (jjy d^x -1-0)37 d'^y -^\ d'^z 
Les équations différentielles cherchées sont donc 

— ta y dx -\- tiix dy -\-\ dz = o, 

— {j>y d^x -\-iMx d^y -\-\ d^z ^ o, 

La dernière équation étant une conséquence de la pre- 
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mière, ces courbes satisfont à l'unique équation différen- 
tielle 

X dy — y dx H dz = o 

ou, en coordonnées semi-polaires, 

V 

r^ d^ -\ dz = o. 

a> 

Proposons-nous en particulier de trouver, parmi ces 
courbes, celles qui sont situées sur un cylindre circulaire 
droit d'axe O^; on a alors /' = const., donc ^ = kz-^ c; 
ce sont des hélices. 

92. Étant donnés trois axes rectangulaires fixes, 
un solide se déplace de façon que deux de ses points A 
et B glissent sur Ox et Oy, tandis qu^ un plan lié au 
corps et contenant les points A e^ B passe par un point 
fixe H rfe Oz. Trouver Vaxe hélicoïdal du mouvement 
pour une position donnée de AB. 

Soient AB = a, OH = A {.fig- i4)- On peut évidem- 

Fig. 14. 




ment passer d'une position du solide à sa situation infini- 
ment voisine par deux rotations, l'une autour d'une pa- 
rallèle CD à O^ menée par le point C, quatrième sommet 
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du rectangle BOAC, et l'autre autour de BA. Si (p désigne 
l'angle de BA avec O^, et ^ Tangle compris entre o et 

-du plan BAH avec le plan des xy, la rotation autour de 

Ai 

CD sera — -r-? et celle autour de BA, — -j^» 

Pour trouver les composantes de la vitesse d'un point 
quelconque du solide, remarquons que, si^o> JKo etzo sont 
les coordonnées d'un point arbitrairement choisi d'un axe 
de rotation ajant pour composantes/?, q et r, les compo- 
santes de la vitesse due à cette rotation sont 

Vy — r(x — Xq) — p{z — Zo), 
^z = pir — ro) — q (ce — xo); 

appliquant aux deux rotations considérées, on a, pour la 
première, 

Xq= acos(f, Xo=«sincp, zq = Oy 

et, pour la seconde, 

d^ d^ . 

d'où, pour les composantes cherchées, 

^^ ^5?^*°^ "^ ^(^~^^^°?)» 

Yy= z^coscp— ^(^ - «coscp), 

V- = — y -jj coscp — -T-i- sincp(a? — a coscp). 

Écrivant que cette vitesse est parallèle à l'axe hélicoïdal 

ViLLiÉ. — Comp. II. 10 



l46 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE I. 

dont les composantes sont 

d'^ d^ . â?cp 

;,=-^cos<p, ?=5js.n<p, r=-^, 

on a les équations de la droite cherchée. Il reste toutefois 
à éliminer le rapport •— qui figure dans ces équations; or 
Téquation du plan BAH est 

X y z 



acoscp asincp h 

d'où 

, asin9C0S<& 

v/A2 -H a* sin2 cp cos^cp 

cette relation étant différentiée donne ^ et permet d'ob- 
tenir les équations de Taxe hélicoïdal en fonction de la seule 
variable cp. 

93. Un cercle se meut de façon à rester tangent à 
une droite Oz sur laquelle il roule, le point de contact 
se déplaçant d'un mouvement uniforme, tandis que le 
plan du cercle tourne avec une vitesse angulaire con- 
stante autour de Oz; quelles sont la vitesse et V accélé- 
ration d^ un point de la circonférence? 

Lieux des axes instantanés dans V espace et par rap- 
port à des axes entraînés avec le cercle? 

(Gaen, novembre 1887, i""* question.) 

Soient iù la vitesse de rotation du cercle, (Oj celle de 
son plan et cp l'angle que fait, à l'époque t, le rayon du 
point considéré M avec celui du point de contact I; si l'on 
prend pour axe des x la position initiale de ce dernier 
rayon, les coordonnées semi-polaires du point M sont 

z =z a{oit — sincp), r •= a{\ — coscp), ij; = wjf. 
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On en déduit les trois composantes de la vitesse suivant 
l'axe des z, le rayon r et la perpendiculaire au plan du 

cercle 

dz , . dr , 

— -=aw(i — coscp), -7- = awsincp, 



d'où 



^dt =^^i(i-"<^^scp); 



V=2asin-4/w2-i-w? sin« ^ • 

2 V 2 



Les composantes de l'accélération, prises dans le même 
ordre, sont 



d^z 
dW 



= atx}^ sino, 



-^ — r^ =aw2coscp — awî(i — coscp), 

i d / d^\ 

r dt\ dt I ^ * ' 

et l'accélération, 

Y = al / I uj2-H 2 0)1 sin^ i- J -i- 2w2a)5 sin^cp» 

Le mouvement élémentaire du cercle , à un instant 
donné, résulte de deux rotations, l'une (o< autour de Oz, 
l'autre w menée par le point de contact I du cercle, nor- 
malement à son plan. Le mouvement absolu est donc une 
rotation sans glissement, autour d'un axe Q = y/io^-f- (J^, 
situé dans un plan normal au rayon du point I et faisant 
avec Oz un angle constant. Il en résulte que le lieu des 
axes centraux, relativement à des axes entraînés avec le 
cercle, est un hyperboloïde de révolution ayant pour cercle 
de gorge le cercle donné ; le lieu de ces axes dans l'espace 
est une surface réglée dont la génératrice coupe Oz sous 
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un angle constant et intercepte sur cette droite une lon- 
gueur abit, proportionnelle à l'angle ^ = tùit que son plan 
azimutal fait avec le plan zOy] c'est une surface de vis à 
filet triangulaire sur laquelle l'hyperboloïde roule sans 
glissement. 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE 



94. Un point matériel soumis à V action d'un centre O, 
qui V attire proportionnellement à la distance, part 
d^un point A, avec une vitesse donnée Vq. 

Quelle direction faut-il attribuer à cette vitesse pour 
que la trajectoire passe par un point donné B? Le 
point A restant fixe et le point B se déplaçant , le pro- 
blème est-il toujours possible? 

(Paris, juillet 1887, i" question.) 

Les équations différentielles du mouvement sont 



d'où 



d^x 
dt^ 


— — 


{A* a?, 


d^y 
dt^ ~ 




X = 


a sin 


^t ■+- a'cosfx^, 




r = 


P sin 


\t.t-¥- P'cosfjL^; 



l'équation de la trajectoire est donc 

qui représente une ellipse. 

Si Ton prend pour axe des x la droite OA et que Ton 
appelle (p l'angle de la vitesse Vq avec cet axe et a la dis- 
tance OA, on a, en tenant compte des données initiales, 

a'=a, P'=o; a{ji = ^ocoscp, pjji = pq sincp, 
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et réquation de la trajectoire est 

a* [i^y^ -+- ^5 (^^ ^^* ? — a? sin cp )2 = «2 ç; J sin* cp ; 
pour qu'elle passe par le point donné B(;r,y), il faut que 

Le problème n'est donc possible que si le point B est 
intérieur à Tellipse 

dont le grand axe est dirigé suivant OA, et il admet alors 
deux solutions; il n'y en a qu'une si B est sur cette ellipse 
ou sur la droite OA; toutefois, dans ce dernier cas, il en 
admet une infinité si B coïncide avec A ou lui est diamé- 
tralement opposé. 

95. Etudier le mouvement d^un point matériel abso- 
lument libre dans le plan des xy et soumis à V action 
d^ une force émanant de V origine et ayant pour expres- 
sion 

3' 

(372— j2)2 

X et y étant les coordonnées rectangulaires du point, r 
sa distance à C origine, et [à un facteur constant, 

(Paris, juillet i886, i" question.) 

La force étant comptée dans le sens attractif, la formule 
de Binet donne, pour l'équation différentielle de la trajec- 
toire, 

C2 I I ' ^ ■ _ V-^ _ 



^62/ 3 1 

(a;2_ ^2)2 /'2(cos2e — sin2e)2 
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d'où l'équation linéaire du second ordre 






L'intégrale générale de cette équation, sans second 
membre, est 



- = acosO -i- 6 sinO; 
r 



l'application des méthodes générales conduirait à l'inté- 
grale de l'équation avec second membre; mais il est plus 
simple d'essayer la solution particulière 



r 
On trouve, en effet, 



- = A:(cos26)*. 






l'équation de la trajectoire est donc 

- = acos6 -H 6 sinô — -^i/cos26 

ou, en coordonnées rectangulaires, 

ax -[- by — 1 = ^ yjx'^ —y^ \ 
elle représente une courbe du second degré, 

f a' — ^ ja;*^- (b^-^ ~- jy^-H labxy — 'i{ax -\- by)-^i — o, 

comprise entre les droites j^ = d= x, 

La vitesse v du mobile est donnée par la formule 

V^ / I \ * 



r2 



— a'^-^b'*'-\ — T-^ — jr H ^ (&sin6 — a cos6); 

c*cos26 cVcos-2e 
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elle définit entièrement le mouvement, puisque la trajec- 
toire est toujours parcourue dans le même sens. 

Pour déterminer les constantes a et 6, nous prendrons 
comme données initiales les valeurs de r et ç^ pour 6 = 0; 
on trouve alors 

d'ailleurs 

c = tqVo sina. 

Enfin la nature de la trajectoire dépend du signe de 
l'expression 

^- -h62 — a2= — ( -^-^ 2— ^ 



c* rj \sin'^a rovlsin^ct 

96. Un point matériel M de masse m est attiré vers 
un centre fixe O avec une intensité égale à 

mab^{\-¥- 5e-26) 

T > 

a et b désignant deux longueurs données, r étant la 
distance OM et 6 V angle que fait ce rayon vecteur avec 
le rayon vecteur initial OMq, Trouver la trajectoire du 
point M. Calculer la position du mobile sur sa trajec- 
toire à une époque quelconque. 

On supposera la distance initiale OMq égale à a et 
la vitesse initiale égale à ib. En outre, celte vitesse 
sera supposée inclinée de 45® sur le rayon vecteur ini- 
tial OMq. 

(Nancy, juillet i885.) 

La formule de Binet donne 




r ^, c = ab^i\ 
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d'où 

— nr- H — = > - = A cos 6 4- B sin H • 

Pour 8 = 0, r ^^ a^ donc A = o ; de plus 

r dr I T> A ^"^^ 

-iK" = r-m = = BcosO — : 

a0 r^rfO rtangv a 

or, pour 8 =: o, tang v = i et r =: a, ce qui entraîne B = o ; 

on a donc 

_ aa _ lae^ 

La trajectoire est une spirale asjmptotique au pôle et 
au cercle de rayon r= a a. 

Pour obtenir la loi du mouvement du mobile, nous 
pouvons nous servir de l'équation des aires 

r2 ^e , .- . 

dt ^ 

nous avons trouvé 

-dF = "^''' 
d'où ]a relation entre r et ^ 

ab s/'idt = r^ d^ = ae^^ dr = -^^1^, 

ia — /• 

que l'on peut écrire 

dr 



b^i dt = — dr -\-ia 



ia 



et, en intégrant et tenant compte des données initiales, 

97. On considère le solide formé par une matière 
homogène de densité connue, remplissant V espace 
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compris entre deux sphères non concentriques dont 
l'une est intérieure à Vautre. On demande de calculer 
l' attraction exercée par ce solide sur un point maté- 
riel, de masse et de position connues, en supposant 
que V attraction agisse d"^ après la loi de Newton, 

On examinera les diverses positions que le point 
peut avoir par rapport au solide, 

(Paris, novembre i885, i'** question.) 
Soient 

O et O' les centres des sphères extérieure et intérieure ; 

/' et r' leurs rayons respectifs; 

[JL ]a densité de la matière; 

/le coefficient de l'attraction universelle; 

m la masse du point attiré M; 

x^ y eV z ses coordonnées; 

p et p' ses distances aux points O et O'. 

L'action du- solide peut être considérée comme la diffé- 
rence géométrique des actions dues aux sphères pleines O 
et O^ Cela posé, le point M peut occuper trois positions : 

I** Le point est extérieur au solide, — Les sphères con- 
sidérées attirent le point M comme si leurs masses étaient 
condensées, la première en O, la seconde en O'; si donc 
on prend O comme origine et 00'= a pour axe des x 
et que Ton pose 

les composantes de l'action cherchée seront 

/a? 37 — a 

— _ ^ ,'3 _ ^ 3 — 

\ P' P' 



Z =-kz[\ 



7') 
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2** Le point fait partie de la masse attirante, — 
L'action de la sphère extérieure étant la même que celle 
d'une sphère de rayon p, on a 

/ r'3 

Z = — kz ( i — -r- 

\ p'^ 

3" Le point est dans la cavité, — Les actions des 
sphères étant les mêmes que celles de sphères de rayons p 
et p', on a simplement 

X = — X:a, Y = o, Z = o. 

La force d'attraction est constante, parallèle à la ligne 
des centres et dirigée dans le sens O'O. 

98. Un point matériel libre est soumis à l'action de 
deux forces : Ihine est une attraction vers l'origine O 
des coordonnées, inversement proportionnelle au cube 
de la distance et dont la valeur à V unité de distance 
est [Ji; Vautre, parallèle àOz^ est de sens contraire à la 
composante de la première suivant cet axe et double de 
cette composante. 

On imagine deux hyperboloïdes équilatères de 
centre O, de révolution autour de O z, passant Vun par 
le mobile. Vautre par V extrémité d'une droite égale 
et parallèle à la vitesse menée par V origine O, et Von 
demande : 

I** Comment varient les axes de ces deux surfaces; 

2** De réduire la détermination du mouvement du 
pointa l'intégration d'une équation différentielle du 
premier ordre; 

3° D'intégrer cette équation et d'étudier le mouve- 
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ment dans le cas particulier oti le mobile placé à l'ori- 
gine du temps sur le plan zx reçoit parallèlement 

à Oy une vitesse égale au quotient rfe i/ — par sa dis- 
tance po à l'origine. On examinera en particulier 
comment varient la direction de la force, la grandeur 
de la vitesse et quelle est la nature de la trajectoire, 

(Rennes, juillet i883.) 

I** Les équations de Maclaurin nous donnent, en appe- 
lant p la distance OM, 

, ^ d'^x \kx d'^y iky d^z \i.z 

^ ^ dt^ p* dt^ p* dt^ p* 

Les deux hyperboloïdes considérés ont pour équations 

x^^^yi — z^= a', x'^-^y^- — z'^= b^, 

a et b étant réels ou imaginaires suivant que ces hyper- 
boloïdes sont à une ou deux nappes; or des équations du 
mouvement on déduit 



m 



/dx d^.v dy d^y dz d'^z\ _ V- d^ 
\di 'dt^ "*~ ~dt 'di^ '^'di ~dt^ ) ~~"^^ di' 



dérivant Téquation du second hyperboloïde, on a 



, dx' , dy' , dz' _ rdb 
^~dt'^^~~^'dt~ di' 



d'où 



mb db ^=^ — [Ji „ 



rfp 



et, en intégrant, 

/?ip* 

Les équations du mouvement donnent encore 

/ d'^x d'^y d^z\ \l 

V dt^ -^ dt^ df^ ) p*' 
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d'ailleurs, si Ton dérive deux fois l'équation du premier 
hyperboloïde, on obtient 

d^x (Py d^z ,, d I da\ 

dt^ -^ dt^ dt^ dt\ dt I 



d'où 

d / da\ 
"dt 

et 



(41)- 



(3) a2=G^2-h2G'^-f-G'. 

Les équations (2) et (3) montrent comment varient les 
axes des deux hyperboloïdes. 

1^ Les trois équations du mouvement en coordonnées 
semi-polaires sont 

h% — ^^^-^ ^^ û^62— dz^- _ |x 

(4) { ~~ di^ ~ "^ m(r2-H^2)' 

f'î — A. • 

dt-""' 

elles sont du premier ordre et, si Ton élimine, soit z et 8, 
soit ret 0, on obtient les équations du premier ordre 



__C-^ ^ 

~ m(2r2— Gf2_2G'^— G")' 



.J-HC^ + CV ^, ,^,, 



— -^ 



z2-+-Gi2_|_^G7_i_G" 22^- G^2_|_2G'«H-G" \«i^/ 



f^ 



\ m(2^2_|_G^2_i_2G'^-f- G") 



G. 



Si Ton sait intégrer la première, par exemple, z sera im- 
médiatement connu, et la recherche de 6 ramenée à une 
quadrature. 
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3° Déterminons les constantes à Taide des données ini- 
tiales : on a 

or la parenthèse se réduit à 



yi = 



dt J Q ^ mp2 
donc C = o; on a, par suite, 



da 
a —r = ti . 
dt 



Or 



/ da\ l dx dy dz\ 



d'où G' :^ o; a est constant, Thyperboloïde passant par le 
point mobile ne varie pas. 
On a encore 



C''=al = rl-^, c = roV( 



poV ^' 



la première des équations (5) devient alors 

dr^ 
dr^ rj |JL dt^ jx 



ou 

^ dt^ m^ \Po' 

et Ton en tire 



pi, 2r2 — al 



posant r'=:Uy le problème est ramené aux intégrales 
elliptiques. 

Pour avoir l'équation de la trajectoire, nous partirons 
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de la loi des aires 

poV '^ 



d% 



_ ^^ A / ^ ^* ^0 

- '''TV (r2-aa)(r2-r§) 
_ To t/a / lu — a\ 

_ Tq du 

^J{u — al){u — r\){iu — a\) 

r^a\ du 
%u\J{u — cl\){u — r\){%u — a\y 

du 

^(«-^)(«-«o')("-^5) 





du 



(7) 

Pour ramener ces intégrales à la forme canonique, re- 
marquons que, les racines de la quantité sous le radical 
étant rangées par ordre de grandeur croissante, il faut 
effectuer le changement de variable 



posant alors 



on arrive à 



„_?? = ?!,.; 



f « Ci 



ir\ — al 



^\l%rl — a% _ f" dv 



'l - al ^ r d^ 

_ _i_ r"" dv 
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La même transformation conduit à la formule 






si l'on pose 



ç = snw. 



Les coefficients directeurs de la force agissant sur le 
point matériel étant x, y et — z, cette force est normale 
à rhyperboloïde sur lequel se trouve le point, à l'instant 
considéré. Or, dans le cas particulier dont il s'agit, cet 
hjperboloïde ne varie pas ; donc la trajectoire est une ligne 
géodésique de cette surface. 

Enfin, la force étant constamment normale à la trajec- 
toire, la vitesse est constante, en vertu du théorème du 
travail. Il est, d'ailleurs, aisé de vérifier ce résultat; on a 

^ -^ ^^\dt) m p'^^^\dtj p2 ^^\dt) ' 

or la seconde des équations (5) devient, dans le cas par- 
ticulier qui nous occupe, 

^2 -h «2 dt^ p2 ' 

d'où 

et, par suile, 
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CHAPITRE m. 

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE. 



99. Détermination de la courbe tautochrone pour un 
point soumis à V unique action de son poids, 

(Paris, juillet 1886, 2* question.) 

Si nous développons sur un plan le cylindre vertical 
passant par cette courbe, il est évident que la transformée 
jouira de la même propriété que la courbe plie-même. Il 
suffit donc de rechercher la courbe tautochrone plane. 

Prenons pour origine le point O de la courbe où le 
point pesant doit arriver dans le temps ï, quel que soit le 
point Mo de la courbe, d'où il est parti sans vitesse initiale, 
et rapportons la courbe à deux axes rectangulaires dont 
l'un Oy est dirigé suivant la verticale ascendante; on aura, 
par le théorème des forces vives, 

d'où 

)/igdl= 7^^^^^^ 

\/li—y 

en posant 

11 faut déterminer /(j^), de manière que le second membre 

ViLLiÉ. — Comp. II. II 
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de l'équation qui donne T soit indépendant de h. Posons 
y =z hu : nous aurons 



^ r' f'(hu)s/ 



la dérivée -yr devra être nulle ; or on a 

an ^ 



,/i^g ^j'-hurihuy./'^^. 







2r/"(r)+/'(.r) 



dy. 



Cette intégrale ne peut être nulle, quel que soit A, que si 

sans quoi Ton pourrait toujours prendre A assez petit pour 
que l'élément de l'intégrale conservât un signe constant 
entre o et A; intégrant cette équation, on a 

k désignant une constante; on tire de là 



dx = i/^^^ dr, 



ce qui est l'équation différentielle d'une cjcloïde ayant 
son sommet à l'origine et son axe dirigé suivant la verti- 
cale ascendante. 

On peut déterminer la constante k en fonction de T^ on 

k 
a, en rem plaçant /'(j>^) par -- dans l'expression de T, 

V7 



T = 



k r^' dy 



i 



'i'gj. ^y{h—y) 
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OU, en faisant y =r A si n' 9, 

ik 



i63 



T = 



v/27 



/ 



71 



Le rayon du cercle générateur de la cycloïde est ^-^« 

100. Un point matériel pesant est suspendu à un 
point fixe O, par un fil flexible^ inextensible et sans 
masse, qui se meut dans un plan vertical, en s^ enrou- 
lant sur une courbe fixe, telle que la tension du fil soit 
constante. Cette courbe passe par le point de suspen- 
sion et y a pour tangente la verticale. On donne la 
longueur l du fil et la vitesse k du pendule au point 
le plus bas, troui^er la loi du moui^ement et la forme 

de la courbe, 

(Agrégation, 1841.) 

Soient OM la courbe cherchée, A'M' la développante 

Fig. i5. 




de celte courbe décrite par le point matériel M' (fig* i5), 
p le rayon de courbure M'M de cette développante, r la 
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vitesse de M' et enfin T la tension constante du fil; on a, 
en prenant pour axe des y la verticale descendante, les 
deux équations 

(1) \9^ds' 

\ p2_A-2^2^(y-/); 

d'où, en égalant les deux valeurs de ^*, 

D'ailleurs, T est connu; car, étant constant, il est égal 
à sa valeur au départ 



de plus, 



T=t'^.. 



p = /-5, y = y^{l-s)^ 



Substituant dans Téquatlon (2), on a Téquation linéaire en 
y regardé comme fonction de s 

(3) Zg{l-s)^ + igy = T{l-s) + -igl-k'^, 
dont l'intégrale générale est 

(4) r = -?(^-*) + G(/-*)^-;^-;/; 
faisant 5 = pour jk = o, on a 

Cl = ■ • 

Pour discuter la forme de la courbe, nous partirons de 
l'expression 

qui nous montre que le cosinus directeur de l'angle de la 
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tangente à la courbe avec O^ va en décroissant quand s 
croît, et, comme d'ailleurs il ne peut être inférieur à — i, 
s a une valeur maximum inférieure à / pour laquelle la 
courbe a un point d'arrêt à tangente verticale; le fil ne se 
déroule donc pas complètement. Enfin la vitesse 

(0) -K^y 

va constamment en diminuant, mais n'est pas nulle au 
point d'arrêt A. 

Il est évident que la développante O'M'A' est la courbe 
sur laquelle le point pesant est obligé de se mouvoir pour 
y exercer une pression constante, seulement cette courbe 
doit être complétée par la branche symétrique relative- 
ment à la verticale de A' et par une infinité de boucles 
identiques. 

Ce dernier problème comporterait encore d'autres solu- 
tions correspondant au cas où la courbe tournerait en O' 
sa concavité vers lesj?^ positifs; on les obtiendrait en chan- 
geant le signe de g dans la première des équations (i). 

101. Un mobile assujetti à décrire une courbe repré- 
sentée en coordonnées polaires par V équation 

r = - (i-h cos6) 

est soumis à l'action d'une force répulsive constante 
ik^a émanant du pôle. Il est placé en un point B de 
cette courbe, sans vitesse initiale. On demande : 

I® U étudier le mouvement du point sur la courbe; 

1^ De montrer que le mobile mettra toujours le même 
temps pour atteindre le sommet A de cette courbe y quel 
que soit le point de départ B; 

3° De calculer la pression du point sur la courbe, 

(Toulouse, juillet i883. 
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1** La trajectoire est un limaçon de Pascal. ,La loi du 
mouvement du point est fournie par Féquation des forces 
vives 



(,2 — _|_ ^2 — 



= 2/ 2k^adr = ik^ a{r — ro)] 



dt^ dt^ 

d'ailleurs, l'équation de la courbe donne 

6 = arc cos ( i 

^6 I dr 

'^di" ^r{a — r) ^^ ' 

d'où l'équation 

ik dt = - ? 

qui exige r >> Vq ou que r aille en croissant ; l'intégrale de 
cette équation s'obtient en posant r — /'o= ^*> d'où 



ce cc^ 
kt = arc sin • > = sin* A:^ 

et enfin 

r = ro-+- (a — ro) sin^A:^ = a sin^kt -+• fq cos^kt. 

On peut encore calculer 6 en fonction de ^ ; on a 

r — To = a ( sm2 sin^ - ; 

V 2 2/ 

d'où Féquation 

-5- cos - =- — 2 A 4 / sin2 sm' - 

dt 2 y 1 2 
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et, en intégrant, 

.6 . ôo 1. 
sin- = sin — cosa:/. 
2 2 

2^ Au sommet A, /• = a, sinA"T = i ; le temps T = — r , 

2 K 

employé parle mobile pour arriver au sommet de la courbe, 
est indépendant de Tq. 

Pour ^ = T ' '' = ''0 î le mobile prend une position sy- 
métrique de sa position initiale par rapport à O^ ; en ce 

dr > 

point -T- redevient nul, et les oscillations du mobile sont 

isochrones et symétriques par rapport à Taxe polaire . 

3"* Soient N la pression par unité de masse du point sur 
la courbe, comptée extérieurement à la courbe, R le rayon 
de courbure et V l'angle de la tangente avec le rayon vec- 
teur; on a 



j3 = N — 2A:2asinV. 



Oj 



sinV = 



s/ 



r2- 



-s/\ 



rfe» 



rdr 2 / — 

a^T-sinV) j 

R ~ ' 



av 



d'où enfin 

102. Démontrer que de toutes les courbes planes qui 
joignent deux points donnés A et B, celle qui sera par- 
courue dans le moins de temps possible par un point 
matériel soumis à V action d^une force donnée jouit 
de cette propriété que la composante normale de la 
force est égale à la force centrifuge , 
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Application. — Rechercher la forme de la courbe bra- 
chistochrone lorsque la force qui sollicite le mobile 
émane d^un point fixe, est répulsive et varie propor- 
tionnellement au carré de la distance. Etudier toutes 
les circonstances du mouvement sur cette courbe et cal- 
culer la pression du mobile sur la trajectoire ^ dans le 
cas particulier où le centre de répulsion serait situé sur 

la courbe elle-même. 

(Toulouse, novembre i885.) 

Le problème suppose qu'il y a fonction de la force F, 
c'est-à-dire que ses composantes sont 

le théorème des forces vives donne, dans ce cas, 

de plus, la force qui sollicite le point est normale à la 

courbe de niveau 

f(x,y)^ const., 

qui passe au point considéré. 

On sait encore que, si le plan est séparé par une 
courbe C en deux régions dans lesquelles le mobile ait des 
vitesses constantes, la ligne brisée qu'il d^vra suivre pour 
aller, dans un temps minimum, d'un point de la première 
région à un point de la seconde doit couper la courbe G en 
un point, tel que les sinus des angles d'incidence et de 
transmission soient proportionnels aux vitesses. Si donc 
on imagine une infinité de courbes de niveau et si i est 
l'angle de la trajectoire avec la normale à l'une quelconque 
d'entre elles, on devra avoir 

sini ^in( i -^ di) cos idi 
p i^ -^ dv ~ dv ' 
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on en conclut que / et ç? varient dans le même sens : la 
courbe tourne donc sa convexité vers la région où {> croît. 
Mettons celte équation sous la forme 

i di> . _ di 

ç^ dt ^^^^ ~" Vdi 

et appliquons-la à une infinité de cordes infiniment petites 
du second ordre, formant à la limite un arc infiniment 
petit du premier ordre de la courbe cherchée : le premier 
membre sera sensiblement constant, et l'on pourra écrire 

I <^p .S di 

Or Yidi est Tangle de contingence de la courbe, et 

^ç dt =^ ds ; 
d'où 

dv . fî 



mais, la force motrice F étant normale à la courbe de ni- 
veau, i est Tangle de F avec la brachistochrone, et l'on a 

dv F 



cosi: 



dt m 
la condition précédente devient donc 

F sin i 1:= /?i — . 

D'ailleurs, Fsin« est la projection de F sur le prolon- 
gement du rayon de courbure, car la force F est dans la 
région où v croît, c'est-à-dire du côté de la convexité de 
la courbe; on en déduit que la force centrifuge est égale 
à la projection de la force extérieure sur la normale ; autre- 
ment dit, la pression exercée par le mobile sur la brachis- 
tochrone est double de la composante normale de la force F. 

Dans le cas de la pesanteur, les courbes de niveau sont 
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des droites horizontales, i est Tangle de la courbe avec 
Oy; exprimant alors que est constant, on a, en pre- 
nant yQ= o et faisant ^q = o. 



dx _ f dy _ /c* — ^^3^ 

~" c* dx \ 



^/^^ ds c dx \ igy 

ce qui caractérise une cycloïde dont la tangente au point 
de départ est verticale. 

Application, — F = m/i^7-^; d'où l'équation 

n'^r^ sini = ~; 
K 



or 



r 



a 



3 



^ r dr . . p 

R = — ,— > smt = — : 

dp r 

on a donc, entre p et r, la relation 

p v^ 1 r^ — a^ dp 



ou 



or 



d'où 



r R/iV2 3 r^ r dr 

2 do 3 r*^ é/a* 

— ^ = — 1 > A:/>2 = 7-3 — «3 j 

/> r3 — a3 ^ 

p ds = r^ d^j 

kr'^db^={r^—a^){dr^-hr^db^\ 



=T^/^ 



de "• • ' '•'-''' 



r3 -h kr^ -h a^ 



Le trinôme — r^-\- kr^-h a^, n'ayant, quel que soit le 
signe de k, qu'une seule variation, n'a qu'une racine posi- 
tive 7*1^ a suivant que A"^o, et r ne peut varier qu'entre 
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a et /•<. La courbe est tangente au cercle /• = r^ et nor- 
male au cercle r =^ a. 

Si le centre de répulsion est sur la courbe, on a a = o; 



d'où 



d^ = — , /' = A:sin' - = -(i — cosô), 



la trajectoire est un limaçon de Pascal ayant son point de 
rebroussement à l'origine et l'axe polaire pour tangente 
en ce point; la vitesse du point sur la courbe croît avec /*, 
elle est maximum au sommet. 

La pression, double de la composante normale, a pour 
expression 






/ 



quantité toujours réelle ; car, si k est négatif, il en est de 
même de r. 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE FIXE 
OU SUR UNE COURBE MOBILE. 



103. Un point matériel se meut sur une sphère; il est 
sollicité par une force répulsive inversement propor- 
tionnelle au cube de la distance du point au pôle O situé 
sur la sphère j d^oii émane la force en question; étudier 
le mouvement du point et la réaction de la surface, 

(Toulouse, juillet 1884.) 

L'équation de la sphère est, en coordonnées cylindri- 
ques, 

;'2_^_ -2 — 2a-s = o; 

le principe des aires projetées et celui des forces vives 
donnent les deux équations 

r^- — =z c = Tot^oCOsA, 
\ représentant l'angle de Vq avec le parallèle initial, 

p2 ::=, 

dt'' 

Jp, P' P' ?5 '-i^- 

Eliminant /• et (i entre ces trois équations, on a la rela- 
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tion entre z et t 

, j a\ji.a dz 

_ a dz 

en appelant ^f etZo les racines du trinôme sous le radical. 

On voit immédiatement que ces racines sont positives, et 

il est aisé de reconnaître que la plus grande 52<! 2a; en 

effet, si Ton fait z=^ia dans le trinôme sous le radical, 

le résultat de la substitution — aac^ est négatif, ce qui 

montre que z^=ia est en dehors des racines, et comme 

Z\ est nécessairement inférieur à 2a, il en est de même 

de Z'2. Le mobile oscille donc entre les parallèles Zx et z^-, 

et, si l'on compte le temps à partir du moment où il touche 

le parallèle inférieur Z\y on aura, par un calcul analogue à 

celui du n° 101, 

^ ht . ^ ht 

z = Zi C0S2 \- Z9 sin2 — . 

ia ia 

Pour déterminer la trajectoire, on a la relation entre z 

ete 

,^ c dt , ac dz 

«6 = —z = ± 



z{2a — z) h z{ia — z)y/{z2 — z){z - zi) 



qui devient, en posant y/^o — ^ = '^ V^^^ ^* ' 

lac (t -h u^) du 

~~ ~^ h (Zi-^ ZiU^)[ia — Z2-h{2a — Zi)u^\ 

dont rintégrale est 

^ lac /a a3 u\ 

expression dans laquelle 
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Enfin, si nous appelons N la réaction de la sphère 
rapportée à l'unité de masse et comptée à l'intérieur de la 
surface, on a 

'dF ~ ^ p ~~ â' 

d-z \j.^ z ^z — a ^ 
dt^ ~ p3 p a ' 

or, en dérivant deux fois Téquation de la sphère, on a 

dx"^ -4- dy^- -I- dz'^ d^ x d^y , , d^ z 

7-7 i--^?-^— H- y ^- ^{z — a) -j— = o 

dt^ dt^ -^ de- ^ dt'^ 



OU 



d'ailleurs 



d'où 



p2= ^^(^x^^^yi^z^ — az) 

a ^ ■• \az 



p2= iî- /i2; 

o.az 



A2 ii2 



a [\a^'Z 

104-. On considère un axe vertical Oz autour du- 
quel tourne, diaprés une loi déterminée , mais inconnue, 
un tube rectiligne OA. de section infiniment petite, qui 
rencontre Vaxe fixe en O et fait avec lui un angle 
constant 6. Dans V intérieur du tube peut se mouvoir 
sans frottement un point matériel pesant; on demande : 

i" Quelles doivent être, dUtne part, la loi de rota- 
tion du tube, de Vautre les circonstances initiales, pour 
que la distance p du point M au point O soit à chaque 
instant donnée par la formule 
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2® D^ étudier le mouvement du point pesant dans le 
tube, en conservant pour le mouvement du tube la loi 
précédemment trouvée, sans faire d^ ailleurs aucune 
hypothèse sur les circonstances initiales. 

(Agrégation, 1879.) 

1° Considérons un système d'axes mobiles dont OA 
fait partie, tournant autour de O^ avec la vitesse angu- 
laire inconnue -—', l'accélération centrifuge composée du 

point M étant perpendiculaire au plan ^OA, et la réaction 
du tube étant normale, on a, pour l'expression de l'accé- 
lération relative suivant OA, 

_^^_^cos6H-psm2e^, 

formule qu'on pourrait d'ailleurs écrire immédiatement 
en se reportant aux composantes de l'accélération en 
coordonnées polaires {Traité de Cinématique, n^ 23). 
Or de la loi donnée du mouvement relatif on tire 



d'où 



dt V 






2Â:h-^cosÔ I 



Àrsin^ô t-\-<3. 



\ k sin 



cos6, ^ -H a 

\c\cr ~ 



en faisant pour ^ = o, tj;o=o; c'est la loi de rotation 
cherchée. 

Quant aux circonstances initiales du mouvement, elles 
devront être les suivantes : 



^^ ' \dtl^ ' \dtl^ a\/ /i-sin^e 

Enfin, la projection sur le plan des xy de la Irajec- 
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loire du point M s'obtient en éliminant t entre A et 
r = p sinô = A" sinÔ(^ + a)^ ; c'est donc une spirale loga- 
rithmique 

i>." Si l'on remplace, dans l'équation du mouvement re- 
latif, -^ par la valeur précédemment obtenue, on a, pour 
déterminer p, 

c'est une équation linéaire à coefficients variables de 
forme classique, que l'on intègre en* posant 

effectuant le changement de variable, on a 



d^o dp 2k-hgcos(\ . . 

du^ du ^ k ^ ' 



d'où 






gcosO 



c'est la formule cherchée. 

105. Un point matériel non pesant^ assujetti à rester 
sans frottement sur une parabole de paramètre p^ qui 
tourne uniformément autour de son axe açec la vitesse 
angulaire o>, est attiré vers le foyer par une force 
donnée J\h^p proportionnelle au rayon vecteur p. On 
demande le mouvement du point sur la parabole en 
supposant que la vitesse initiale au sommet est 

{>o = p v^w* — A*. 

( Besançon, juillet i883.) 

Le mouvement du point nous sera donné par le prin- 
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cipe des forces vives appliqué au mouvement relatif. Le 
travail élémentaire de la force attractive est — ^h^pdp^ 
et celui de la force centrifuge {ù^rdr, d'où l'équation 

V'^= WÎ/-^ — 4^2p2_^_conSt. -= a>2(r2-h/?2) _4A2p2; 

on peut en déduire la relation entre r et le temps t. 
L'équation de la parabole étant 



on a 



pz = J 2 -h 



r2= 2pz, 
PY /r^^p^Y 



et 



,2 _ dr^-hdz^ _ dr^ 






dt^ dt^ 

d'où l'équation 

dr^ r^-T- p^ ,, , , A2 

on en tire 

— =jD2(a)2— A2)— A2r2= P? — ^2^2 

et, en intégrant, 

r = — sin ht, 
n 



La valeur maximum de /• est -^ ? et la durée d'une oscil- 

h 

lation complète du mobile de part et d'autre du sommet 

O 11 

T = -T- • Enfin l'expression de p en fonction du temps est 



=f( 



0)2 

cos^/U -h ^2 sin2 A^ ) . 



106. Un point pesant M est assujetti à demeurer sur 
une droite D qui tourne uniformément autour d'un 
axe vertical A. On demande d^ étudier le mouvement 

ViLLiÉ. — Comp, II. 12 
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du point mobile sur la droite D, connaissant sa vitesse 
initiale u dans ce mouvement relatifs ainsi que sa dis- 
tance initiale a au pied I sur D de la perpendiculaire 
commune à Vaxe vertical K et à cette droite D. Dis- 
cuter le mouvement et dire comment varie la pression 
que le point mobile exerce sur la droite. 

(Besançon, juillet 1884.) 

Prenons la droite A pour axe des <3, et sa perpendicu- 
laire commune avec D, à l'instant initial, pour axe des x, 
puis désignons par y l'angle constant des droites A et D, 
et par p la distance parcourue par le mobile sur la droite D 
au temps t^ comptée à partir de I, dans le sens ascendant. 

Nous appliquerons les équations de Lagrange : on a 

X = a cos w^-T-psino)^ sin y, 
y ^^ a sin ^t — p costo^ sin y, 

z — p cos y; 



d'où 



3?' = — ao) sin tof -h p' sin (o^ siny -h h^^ cosw^ sin y, 
y = ata cosw^ — p' cos coi sin y -H wp sin toi sin y, 
z' = p' cosyj 

T= ^mp2=:Am(a7'2-hy2-i-^'î) 
= Ym(a2a)î-h p'^-i- (o'p^sin'Y — latap' sin y), 

SU = — mg cosY Sp, 



et enfin l'équation 

po)' sîn2 Y -h g cosY = o, 






dt^ 

à laquelle on arrive immédiatement en étudiant le mouve- 
ment relatif du point; on en tire 

^ = co sinY( A^^"'"^- Be-^'^'"^), 
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formules dans lesquelles 



-'é- 



'f — — ; — ' » > 



u 



0) smY 



B 



-K«^ 



u 



(M sin 



Pour discuter les circonstances du mouvement, nous 
distinguerons les cas de u positif ou négatif. 

i" z/ >> o ou A >> B. — Si A >> o, -j- est constamment 

positif et p croît indéfiniment; si A< o, p commence par 
croître et décroît ensuite jusqu'à — oo. 

2° w < o ou A << B. — Si A>> o, -7^» d'abord négatif, 

passe ensuite par zéro, et p croît jusqu'à -h oo; si A<; o, 
p va constamment en décroissant. 

Nous calculerons les composantes de la réaction nor- 
male N par unité de masse, exercée par la droite D sur le 

Fig. 16. 




Oî 



point M, en étudiant le mouvement relatif du point sous 
l'influence de cette réaction, de la pesanteur et des forces 
d'inertie d'entraînement et centrifuge composée. Prenons 
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pour axes entraînés {fig> i6) la droite considérée IZ, sa 
plus courte dislance OIX à l'axe de rotation et une per- 
pendiculaire lY à leur plan. La pesanteur a pour projec- 
tions sur IX et lYzéro et — ^siny; la force centrifuge 
(co^r) = (w2 X Gai) + (a)2 x /iM) a pour projection w^a 
et — (o^p sinycosy; enfin, la force centrifuge composée 
est parallèle à XI et égale à iiù ^siny. On a donc les 
équations 

N\ -i- 0)2 a — 2 (0 -,'; sin v = o, 

dt • 

Ny — ^ sin Y — 0)* p sin y cos Y = o, 

qui déterminent la réaction cherchée; elles montrent 
que Nx et Ny varient proportionnellement à ~ et à p. 

107. On considère Vliyperboloïde de révolution en- 
gendré par la rotation d'une droite AB autour d'un 
axe fixe Oz qui ne la rencontre pas, La plus courte 
distance OA des deux droites est égale à a. La direc- 
tion de K& fait avec Oz un angle de ^h°. 

Un point matériel M non pesant, de masse égale à 
l'unité, se meut sans frottement sur cet hyperboloïde 
sous l'action d'une force constamment dirigée vers le 
point O et proportionnelle à la distance. On supposera 
que l'attraction à l'unité de distance est égale à k^. 

On demande d'étudier le mouvement du point M 
dans le cas particulier où les données initiales sont les 
suivantes : i® dans sa position initiale, le point M est 
en A; a® la vitesse initiale est égale à ka\^i\ 3^ la di- 
rection de la vitesse initiale, qui est d'ailleurs néces- 
sairement dans le plan tangent en A, fait un angle 
de 6o** avec Os. On demande aussi de calculer la pres- 
sion et de déduire de ce calcul une observation sur la 
nature de la trajectoire. 
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Si Von définissait le mouvement du point M en con- 
sidérant ce point comme assujetti à se mouvoir sur la 
génératrice AB pendant que cette génératrice tourne 
autour de Oz,, quel serait le mouvement relatif de ce 
point et quelle serait^ à chaque instant, la vitesse an- 
gulaire de rotation de AB autour de Ozl 

(Marseille, juillet i883.) 

L'équation de l'hyperboloïde est 

en y joignant celles qui sont fournies par le principe des 
aires 

{'!) 7-2 — = apo cos 3o° r= ka^ 4 / - 

et celui des forces vives 

on a les équations nécessaires pour déterminer 5, r et 6 
en fonction de t. 

En particulier, Téquation qui donne z devient, après 
suppression du facteur a^ + iz^^ 

dont l'intégrale est 

(4) z = -—%\nkt\ 

sj'i 

le point se meut entre deux parallèles situés de part et 
d'autre du parallèle initial, à la distance -=,> La durée 

d'une oscillation est 

(5) T=?J. 
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On a encore 

ki/ -dt 



\â- "^' 



ki/ -dt 



_ _ co%^ kt 

d^ = 



1 -h \ s'm^ kt I 4- f idiïiQ'^ kt ' 
d'où 

/T 

(6) tangO = i / - tangA:^ 

La réaction N de la surface s'obtient aisément en calcu- 
lant la composante de l'accélération suivant Oz, 

d^z ,„ .,z 

dt^ p' 

or -;— = — k^z. donc N = o. La réaction de la surface 

sur le point étant nulle, celui-ci se meut comme s'il était 
entièrement libre; il en résulte que la trajectoire est une 
ellipse. On peut le vérifier par la recherche directe de 
l'équation de la projection de la trajectoire sur le plan des 
xy\ on a, pour la relation entre /' et 6, 



qui devient, en posant — = m, 

du 



riz2c?8 



^{^-m^--) 



d'où l'équation cherchée 

qu'on aurait pu déduire directement des équations (i), 
(4) et (6); elle représente une ellipse tangente au cercle 
de gorge. L'hyperboloïde et le cylindre représenté par 
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l'équation ( 7 ) se coupent suivant deux ellipses dont les plans 
ont pour équation y =i±z zy''i. 

Le mouvement relatif du point M sur la génératrice AB 
est donné par l'équation 

( 8 ) R = ^ V^'2 = a sin kt. 

Enfin Tangle ^ de OA avec sa position initiale est 

u^ = 6 — arc tang- : 
^ a 

d'où, pour la vitesse angulaire cherchée, 

dt ^- i-i-lsinU^ 

108. Entre les coordonnées rectangulaires x, y et z 
d^itn point quelconque d^une surface donnée et les coor- 
données r et ^ de la projection de ce point sur le plan 
des xy, on a les relations 

iF = rcos6, ^=rsin6, z = k^. 

Un point M, de masse m, assujetti à demeurer sur cette 
surface, est soumis à la réaction de la surface et à 
V action d'une force F dirigée suivant la perpendicu- 
laire abaissée du point M sur Vaxe des z, ^intensité de 
cette force étant une fonction donnée de la distance du 
point M à Vaxe des z. 

Indiquer la forme générale de la projection de la 
trajectoire sur le plan des xy : 

l '^ Dans le cas où la force F est proportionnelle à la 
distance du point M à Vaxe des z et tend à éloigner le 
point M de cet axe; 

2" Dans le cas où la force F est nulle, de sorte que le 
point M n'est soumis qu'à la réaction de la surface. 

Etudier, dans ces deux cas, le mouvement du point M 
sur sa trajectoire. Quelles devraient être les conditions 
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initiales pour que les intégrations puissent s'effectuer 
au moyen des fonctions élémentaires? Trouver la pres- 
sion exercée par le point sur la surface, 

(Toulouse, juillet 1886.) 

Il est avantageux, quand les coordonnées de la surface 
sont, comme ici, exprimées en fonction de deux paramètres 
variables de se servir de l'équation (n*^ 57, 4°) 



(S--)«'-(»->)v-(S?-^)*-». 



et de prendre pour déplacements virtuels ceux que l'on 
obtient en faisant varier successivement chacun des para- 
mètres; on a ainsi les deux équations nécessaires et suffi- 
santes pour la détermination du mouvement du point sur 
la surface. 

Faisons r = const., c'est-à-dire déplaçons-nous suivant 
une des hélices de la surface, nous aurons 

F = m/(r), \=~f{r\ Y=^f{r), Z = o; 

d'où 

d-^x d^y , d^z d / d^ , dz 

-^ dt^ dt^ df^ dt \ dt dt 

et, en intégrant, 

/ V / « » « V ^6 

(l) (;.2..j_^2)_ _C; 

cette intégrale, analogue à celle des aires, montre que 6 

varie toujours dans le même sens. 

L'équation que l'on obtiendrait en faisant 8 = const. 

serait 

d'^x d^y ... 



X 



qui, après une transformation simple {Cours de Ciné- 
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matiqiie, ii° 21), pourrait être intégrée une première fois 
et conduirait à l'équation des forces vives de laquelle il 
vaut mieux partir immédiatement. On a 

, ( r2 -f- A:2 ) ^62 -^ <ir2 c^ dr^ 

df^ r^ -+- X:2 ^ dt^ ' 

d'où l'équation 

' A 



Premier cas • f{r) =^ [x^r. — L'équation (2) devient, 
en posant h -= çl — [^'''o? 

à/^2 _i_ /ci dr 



elle permet d'indiquer la forme de la trajectoire. On doit 
avoir, en effet, 

[jlV*-*- ( [JL2X:2-h h)r^~T- k^ h ~ c'^y o ; 

or trois hypothèses peuvent se présenter : 

et 

\^ k^h — c2>> o ou A >> -,- > o. — Les racines en r^ 

k^ 

du trinôme sont imaginaires ou négatives; donc r variera 
toujours dans le même sens et tendra vers ±: 00 suivant 

que (-7-) ^o. L'équation (i) montre que -7- tend vers zéro. 

à mesure que r croît en valeur absolue; on a d'ailleurs, 
pour l'équation différentielle de la trajectoire 

(4) a= ^'''''- 



^ r^ -f- k^\/{li^ r^ -:- hy {r^ -^ k^) — c^ 

donc est fini pour r = 00 , et la courbe a une asymptote 

passant a i origine, car lim — 1 — = o. 

2** k^h — c2-< o. — Les racines du trinôme en r^ sont 
de signes contraires ; soit rj la racine positive, la trajec- 
toire est tangente au cercle r = r^.; r tendra vers l'infini, 
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OU d'abord vers r< et ensuite vers l'infini suivant que 

( -^ j ^o. La courbe a d'ailleurs une asymptote. 

3** k^h — c^=zo, — On a ^-^k^-^- h^ o, et ce cas ne 
diffère du précédent qu'en ce que r^^ o] alors, si 



dt )o 



-7T 1 <o, 



la trajectoire projetée sur œy devra passer à l'origine, mais 

r ne deviendra nul qu'au bout d'un temps infini, car -7- 

a son degré d'infinitude égal à l'unité pour r = o. Du 
reste, l'équation de la trajectoire et celle qui donne la loi 
du mouvement peuvent être intégrées dans le cas actuel. 
On pourra encore intégrer lorsque le trinôme bicarré 
sera un carré parfait 

ce qui entraîne 

c = o, Q = const., ix^k^ = h] 

le mouvement se fait alors sur une génératrice rectiligne, 
et sa loi est donnée par la formule 



lit =:'z log 



/'o -î- \/rl -+- k^ 



Si ( -^y j -< o, r devient nul au bout d'un temps fini, et, 

si l'on compte le temps à partir de ce moment, la loi du 
mouvement prend la forme plus simple 

k 
•2 

La pression se calcule en prenant l'équation du mouve- 
ment projeté sur 0;^ 



m 



dt^ 



\/i-\-p^-{-q^ V^rï'-h/rs 
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d'autre part, 

^ - k— ^ k—( —^—\ — 



ickr /(ix^r^-\- h)(r^-\- k^) — c^ . 



kr / (fAV^H-/i) (r 



d'où, pour la pression du point sur la surface, 

(5) P=— N=± ^^^^^^^^ v/(|x«r»^A)(/-'-^X:'j-c^ 

Second cas ; F = o. — La trajectoire est une ligne 
géodésique de l'hélicoïde (Exercices d^ Analyse, n® 71). 
On a [X = o, A = (^J, et les équations (3) et (4) devien- 
nent 

v//'2-H k^ dr 



dt=± 



,,^^._^A^2_£! 



^6 



d^= -"^^ 



La discussion est la même que dans le cas précédent; seu- 
lement l'asymptote, au lieu de passer à l'origine, en est à 

la distance — • 

Si A"2= — » les équations précédentes sont intégrables: 



^6 



l'équation de la trajectoire est 

± ik 



r = 



.64-a p-(6-f-a) 



en projection, l'origine est un point asympto tique de la 
trajectoire; mais, sur la surface, on s'élgjgne indéfiniment 
à mesure que 6 tend vers zii 00, en sorte eue dans I^sp'ace 
la ligne géodésique est asympto tique à Ijaxe O^. 



^ 
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Enfin la pression a pour expression 

2 mckvQ 



P=± 



(r2-+-A:2)2 



^r^-HX:.-£l 



109. On donne un hélicoïde représenté , en coor- 
données rectangulaires^ par V équation 

Y 
z = A: arc tang — • 

Un point matériel, non pesant, assujetti à rester sur la 
sur/ace parfaitement polie de cet hélicoïde, est attiré 
vers Vaxe Oz par une force dirigée suivant la perpen- 
diculaire abaissée du point sur Vaxe et inversement 
proportionnelle au cube de la distance. Déterminer, 
dans le cas général, la loi du mouvement du point con- 
sidéré, la pression sur l* hélicoïde et les diverses formes 
que peut affecter la trajectoire. Examiner les cas par- 
ticuliers ou la projection de la trajectoire sur le plan 
xOy peut être représentée par une équation où n^ en- 
trent que des fonctions algébriques^ logarithmiques , 

exponentielles ou circulaires. 

(Agrégation, 1884.) 

Les formules (i), (2) et (5) du numéro précédent don- 
nent 



dt=± 



d% = ± 



\/i,hr^-{- fjL*) (r*-r- k^) — c*r^ 

cr dr 



^/r^-T-k^s/ihr^-h ii^){r^-\- k^) —c^r^ 



icmk 



elles entraînent; V jcondition 

A - O^ 

V F(r2) = Xr-H-([JL2-hAA-î— c»)rS-i-(jLU2>o. 

Pour discuter les circonstances du mouvement et la 
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forme de la trajectoire, nous distinguerons les cas où 

a 

h = v'I — ^ est positif, négatif ou nul. 

I® A;>o. — Il y a Heu de rechercher les conditions 
pour que les racines de F(r^) soient réelles et positives; 
il faut, pour cela, que l'on ait simultanément 

c2_|jl2- AA-!>o, [c2— (|i-A:v/Â)*][c2— (fi-r-Arv^Â)*] >o; 

or, si la première inégalité est satisfaite, le premier facteur 
de la seconde est positif, il faut donc que le second facteur 
le soit aussi 

A = c2— (jx -H k^hY > o, 

et, réciproquement, cette inégalité entraîne les deux au- 
tres. Soient donc A ;> o, r\ et r\ les racines de F(r2), r 
ne pourra prendre de valeurs comprises entre r^ et r2\ si 
Fq est supérieur à la plus grande racine r^, r tend vers 
riniini, soit directement, soit après avoir touché le cercle 

de rayon ^2, suivant que (-f-) <o; la courbe C, projec- 
tion de la trajectoire sur le plan xOy, a une asymptote 
située à la distance -p^ de Forigine. Dans le cas de Tq <C ^^ 

r oscille entre àir^ en passant par zéro; mais, quand r 
devient nul, la force et la vitesse deviennent infinies, et le 
mouvement ultérieur est purement conventionnel. Si l'on 
admet que r devienne négatif, la force étant une fonction 
impaire de r, on pourra continuer à appliquer les équa- 
tions précédentes du mouvement; on volt que, r changeant 
seul de signe, pour que dt reste positif, il faudra changer 
le signe des seconds membres de ces équations et intro- 
duire ainsi une discontinuité dans les valeurs de — W— - et 

dt 

-^r — qui changeront de signe sans passer par zéro. Alors 
rfô conservera toujours le même signe, ainsi que cela doit 



r^^. 
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être, et la courbe G se composera de boucles passant à 
l'origine sans inflexion, et tangentes au cercle r =^ r^. 

Quand A < o, ¥{r'^) est toujours positif, la courbe G 
peut, soit aller à l'origine où il y a toujours une disconti- 
nuité, soit aller directement à l'infini ; il y a, comme pré- 
cédemment, une asymptote. 

Si F(r2) est un carré, on peut intégrer les équations qui 
donnent ^ et 6 ; cela se présente notamment si A = o : alors 
les racines de F(r2) sont 



r? = 



et l'on a 



cA hk^ uî 


ixk 


ih 


<jh 


^ cr dr 








La courbe G est asymptote au cercle r = r^ et lui est exté- 
rieure ou intérieure, suivant que r^^r^ ; si ro= /'<, ce qui 

exige, dans le cas actuel, ( ;t- ) = o, r reste constamment 

égal à Tq, la pression P est nulle, et le point décrit libre- 
ment une hélice d'un mouvement uniforme; la vitesse an- 
gulaire du mouvement projeté 



di " 7-2 -+- k^ ""— rj -t- k^ 



w 



2** A<o. — Les deux racines de F(r2) sont réelles, et 
une seule r^ est positive ; r oscille entre d= r^, comme nous 
l'avons vu précédemment. 

3** h= o, — Les formules sont intégrables, mais elles 
ne conviennent au mouvement qu'à la condition de changer 
le signe du radical quand r passe par zéro. 

Si (Ji^ > c^, F(''") ^st toujours positif; la trajectoire pro- 
jetée est une spirale qui s'en va à l'infini soit dès le début 
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du mouvement, soit après avoir passé à Torigine, suivant 
le signe de (g:)^. 

Si \k^<C c^, le mouvement est de même nature que dans 
le cas de A < o. 

Enfin, si [jl^c::.- c-, F(r^) se réduit à [f.^k^', r varie tou- 
jours dans le même sens, et la trajectoire projetée est une 
spirale. Les équations du mouvement prennent alors la 
forme simple 

, , r dr \/r^ -+- A 2 ,^ , r dr 

dt = zh z » d^ = ±1 



intégrons-les avec les signes inférieurs pour étudier le cas 
de r décroissant, nous trouvons 

3is.kt = (rj-f- A:2)"2— (rî-4- Ar^)^, 
z = k^ = s/ ri -\~k-^— \/r^~k^; 

la trajectoire relative, dans le plan azimutal, est une hy- 
perbole équilatère. Il est aisé de reconnaître que ces équa- 
tions ne sont plus applicables après le passage de r par 
zéro ; la première, en effet, assujettirait ^ à ne pas dépasser 
une certaine limite, et la seconde représente une courbe 
ayant une inflexion à l'origine, ce qui est incompatible 
avec la loi du mouvement, d'après laquelle doit toujours 
varier dans le même sens. 

110. Un point matériel assujetti à se moui^oir sur 
une sur/ace de révolution est uniquement sollicité par 
la force qui provient des résistances passives et qui est 
dirigée en sens contraire de la vitesse. Trouver les 
équations du mouvement du point, en déduire que la 
trajectoire est une ligne géodésique et qu^ elle fait avec 
les parallèles qu^élle rencontre des angles dont le 
cosinus varie en raison inverse du rayon de ces paral- 
lèles. 
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Ofi donne un parallèle d^ une surface de révolu- 
tion S, et Von considère un tube très étroit dont Vojce 
est dirigé suivant la ligne géodésique de S qui touche 
en un point A le parallèle donné. Le tube renferme un 
point matériel M, attiré vers Vaxe par une force di- 
rigée suivant la perpendiculaire MP abaissée du point 
sur l'axe et égale à ar -r-b, a et b désignant des con- 
stantes qui ne sont dans aucun cas négatives et r la 
distance MP. Quelle doit être la forme de S pour que 
le point M abandonné sans vitesse à V action de la force 
donnée arrive au point A au bout d'un temps donné, 
quel que soit le point de départ Mq? Discuter la forme 
de la méridienne de S et indiquer quelques cas où V in- 
tégration peut s' effectuer complètement, 

(Agrégation, i885.) 

Soit, plus généralement, un point assujetti à se mou- 
voir sur une surface donnée quelconque, et soumis à l'ac- 
tion de deux forces, Fiine normale à la surface, l'autre tan- 
gente à la trajectoire du mobile ; cette courbe sera une ligne 
géodésique de la surface. En effet, l'accélération du point 
sera dans le plan de ces deux forces; or ce plan, contenant 
l'accélération du mobile et la tangente à sa trajectoire, est 
le plan osculateur de cette courbe, et il passe d'ailleurs 
par la normale à la surface; donc celle-ci est une ligne 
géodésique. 

Traitons la question directement pour avoir l'équation 
différentielle de la courbe. 

Soient z =f(r) l'équation de la surface et T la ré- 
sistance passive, variable, mais quelconque, rapportée à 
l'unité de masse : on a l'équation aux composantes tan- 
gentielles 

dt ~ ' 
c'est l'éauation du mouvement. 
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D'ailleurs, la réaction normale de la surface rencon- 
trant l'axe, l'équation des moments des quantités de mou- 
vement autour de cet axe est 



dt\ dt)- ^Vds.^ds)^ ^'^ ds' 



d'où, en éliminant T, 

d^\ d^ , dv r^d^ 



d r^ 



\ ,û?ô , dç 
) = r^~^ dç = — 
/ ds ç 



dt ] ds ç dt 

et, en intégrant, 

r'^-r-—kv ou r^d^—kds\ 
dt 

c'est l'équation différentielle cherchée des projections 
des lignes géodésiques de la surface sur le plan des xy 
{^Exercices d^ Analyse, n** 69). 

On a encore, en appelant i l'angle de la trajectoire 
avec le parallèle de rayon r, 

. rd^ k 

COSl = —7— = -> 

ds r 

ce qui démontre la propriété énoncée des lignes géodé- 
siques des surfaces de révolution. 

Pour résoudre la seconde partie du problème, nous re- 
chercherons d'abord quelle doit être l'expression de la 
composante tangentielle de la force qui agit sur un point 
assujetti à parcourir une courbe donnée, pour que cette 
courbe soit tautochrone. Comptons les arcs s à partir de A 
vers Mo : la force cherchée F (5) sera dirigée dans le sens 
des s négatifs; on aura donc, en prenant ds positif et 
tenant compte de i^o = o, 



= — 2 \ Y{s)ds — h 



d^^ 
p2= ^ = — 2 / \!^^s)asr=.ii—u, 



ViLLiÉ. — Comp. IL i3 
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en posant 

f ¥(s)ds^hj 2/ F(s)ds=zu; 

on en tire, pour le temps que le mobile met à arriver 

de Mo en A, 



T 





J. sjti—u 



Or cette expression est identique à celle du n** 99 : on en 

conclura donc 

ds _ k _ s^ 

ou bien 

d'où, en diflférentiant, 

F(.) = ^ = ^... 

Partant de cette expression F(s) = [k^s de la force 
langentielle, on aura l'équation différentielle de la trajec- 
toire en identifiant les deux expressions suivantes du tra- 
vail élémentaire 

— (ar -i- b)dr — — ix^s ds 

et, en intégrant, 

/'o étant le rayon du parallèle du point A; d'où 

, (ar-h b) dr 
lids= ; 

V/(r — ro)[a(r4- Pq) 4- 26] 

or, la trajectoire élant une ligne géodésique, on a 

r^d^ r^d^ 

ds = — ï — = 

a: to 
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et, par suite, 



{xr2 ^(^r — r^)\ai^r-^rçs)-^'i.b\' 

c'est Téquation différentielle cherchée, elle peut toujours 
être intégrée. Pour en déduire la méridienne de la sur- 
face ^ =/(r), nous partirons de l'équation différentielle 
des lignes géodésiques 

or 

cette équation devant être identique à celle que nous 
avons précédemment trouvée, nous aurons, par l'élimina- 
tion de rfO, 

_i (ar -^bf I -\-f'^ 

^ÏV2 (r — ro)[a(/--+-ro)-h26] ~" r^—rl^ 

d'où 

^ , d^ ^ r-^r^ {ar H- h)^ ^ i_ V "^ r/ ^ . 

"^ c?r2 {jL2r2 a{r-hrQ)-\-ib fi* îi6 ^^ '^^ 



a 



r-^ro 



c'est l'équation différentielle de la méridienne; z s'ex- 
prime en général à l'aide d'intégrales elliptiques. Elle 
permet toutefois d'indiquer la forme de la méridienne par 
l'étude de ç'(r); cette dérivée est égale, à un facteur 
positif près, à 

= ^a\-- ' 1 _ ^ /? L_ V 



expression dont les deux termes sont négatifs ; il en ré- 
dz^ 
dr^ 



dz^ 
suite que -r-^ décroît constamment; à chacune des valeurs 
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de -r- répond une branche tournant sa concavité toujours 

dans le même sens. 

Pour étudier la méridienne, nous ne devons donner 
à r que des valeurs positives^ car aux valeurs négatives 
de r répond une loi d'attraction différente. Quand r= o, 

-j-j est infini, et la valeur correspondante de z est ± oc, 

puisque le degré d'infinitude de la fonction à intégrer est 
égal à l'unité; la courbe est donc asymptotique à l'axe 
des z, 

La valeur de -j-^ pour r = co étant ~ — i , soit d'abord 

a<; [x2; -j-j décroissant constamment, s'annule pour une 

seule valeur r^ de r, et l'on ne peut attribuer à r des 
valeurs supérieures à /•< ; si l'on fait décroître r de ri à 
zéro, une des valeurs de z croît de Zt à -hoo, et l'autre 
décroît de 3< à — oo, le point (r<, ^<) est un point de re- 
broussement ayant sa tangente normale à l'axe, et la courbe 
a la forme d'une cissoïde. 

Quand a >■ [x^, — est réel pour toutes les valeurs de r 

et, si on le suppose positif, quand r croîtra de o à oo, 
z croîtra de — oo à -f-oo; outre la partie inférieure de 
l'axe des z, la courbe admet la direction asymptotique 

c = i/— — i; cette asymptote est d'ailleurs à distance 
finie, car ^{r) développé par division suivant les puis- 
sances décroissantes de r ne contient pas de terme en -; 

dz 
il en est donc de même de -y- 

dr 



= * yi 



dz= dr[i/ — --i -h — H-... 



et la limite de ^ — cr est finie. 
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La valeur de z ne pourra s'exprimer à l'aide des fonc- 
tions élémentaires que dans les cas suivants : 
i^ Si le numérateur de ^{r) est divisible par 

a(r-4-ro)-f-2 6, 

ce qui entraîne 

aro -1-6 = 0; 

Tune des quantités a ou 6 serait négative, contrairement 
à rhypothèse. 

2® Quand le numérateur de 

_ a{a — \L^)r^-^{a— \L^){ar(^-\- 'xb)r'^ -^b{iarQ-\-b) r -^ r^b^ 

admet une racine double. 

3^ Quand les deux derniers termes de f\{r) dispa- 
raissent ; 6 = o, l'attraction est proportionnelle à la dis- 
tance. On a alors 

la méridienne se réduit à une droite et la surface à un 
cône réel ou imaginaire. 

4® Si/i (/•) el/2(r) perdent chacun leur premier terme, 
ce qui exige a = o ; la force est constante. 

5® Enfin, quand les deux premiers termes de f\{r) 
sont nuls, a = [jl^ ; on a 



/- » I <3?r, /biiarç^-^ b)r -^ rçib^ 
)/adz = ± — 4/ , '-T F — ; 

r peut prendre toutes les valeurs positives ; la méridienne 
est d'un côté asymptote à O^ et se termine, de l'autre 
côté, par un arc parabolique dont la tangente tend à de- 
venir perpendiculaire sur Os. 
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m. Un point mobile sur une surface de rés^olu- 
tion S est soumis à une force en sens contraire de la 
vitesse du point et égale à ^{?^\ trouver la loi du mou- 
vement du point, La trajectoire est une ligne géodé- 
sique et fait avec les parallèles des angles dont les 
cosinus sont inversement proportionnels aux rayons de 
ces parallèles. 

Quelle doit être S pour que la trajectoire obtenue 

ait en chacun de ses points un rayon de courbure égal 

au rayon de courbure de la méridienne, mais dirigé 

en sens contraire? 

(Caen, novembre 1887, 2* question.; 

On a, pour déterminer le mouvement du point, l'équa- 
tion 

qui s'intègre immédiatement et donne 

(l) P= — -, 5 = -Iog(l-H [IPoO- 

1-+- \LVQt fl ° 

Les propriétés de la trajectoire ont été démontrées 
(n° HO) dans le cas plus général où la résistance passive, 
tangente à la trajectoire, est quelconque. 

Soient p< et p2 les rayons de courbure des sections nor- 
males principales de la surface dirigées Tune suivant le 
parallèle, l'autre suivant le méridien; on a, pour déter- 
miner le rayon de courbure p de la ligne géodésique fai- 
sant l'angle i avec le parallèle, la formule 

I cos^t sin^i 



P Pi P2 

cette équation devient, avec la condition de l'énoncé 

, . cos*i î-^-sin^/ 

(2) 1 = o. 

Pi Pî 
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Prenant l'axe de révolution pour axe des x^ on a, en 
tenant compte des signes, 



3 



. / df^ V"^ dx^) 

dx^ 
d'ailleurs 

cos'i= — -7 i-hsin'i= - — - — • 

Transportant ces valeurs dans l'équation (2), on obtient 
l'équation différentielle de la méridienne 

<^> *'('^£)--^<^^'-^')£' 

posant ^ =z p^ cette équation peut s'écrire 

pdp ^ k^dy _ __ZL. 

intégrant et désignant par c une constante essentiellement 
positive, puisque pour tous les points de la trajectoire 

-— ^ — > o, on a 
d'où 

/ ( 2 C — i)^' — k^c 

l'intégrale de cette équation est, en négligeant la con- 
stante qui accompagne x^ 

(4) y^^ic — i) — x^{ic— i)2= k^c. 
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Si c <; ~, l'équation (4) donnerait une ellipse imagi- 
naire; on doit donc avoir c >> ^, et la surface cherchée 
est un hyperboloïde de révolution à une nappe. 

Nous savions d'ailleurs, a priori^ que la surface devait 
être, en tout point, à courbures opposées. 
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112. Une tige homogène pesante AB^ de longueur l, 
est suspendue verticalement à un point fixe A 5 on im- 
prime à cette tige une vitesse angulaire coq, 



OÙ g désigne la gravité et n un nombre positif : 
1" Déterminer le mouvement de la tige. 
Au moment où la tige occupe la position verticale 

AB' (fig, 17), on rend libre l'extrémité K. 



Fig. 17. 







B' 



V 



IB 



-a> 



2® Déterminer le mouvement de la tige dans cette 
seconde phase , 
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3° Déterminer n de manière que les deux extrémités 
de la tige se trouvent à un même moment sur le plan 
horizontal passant par le point B. 

(École Normale, i884, 2® question.) 

1° Le principe des forces vives fournit Féquation du 
mouvement pendulaire 

-1(0)2—0)2)= ^(cosO — i) ^ — gl^sm^-; 
or 1 = — > on a donc 

"3 



= |(„ + 6-6sin«?) = f(» + 6cos=^); 



le mouvement est révolutif, et la longueur du pendule 
simple synchrone est \l, 

2^ Dans la seconde phase, le centre de gravité O de la 
tige décrit une parabole; au moment où le point A est 
rendu libre, la vitesse angulaire de rotation de la tige est 

/^. dcc 

et le mouvement du centre de gravité est donné par les 
formules 

Quant au mouvement de la tige autour de son centre de 
gravité, c'est une rotation uniforme avec la vitesse angu- 

laire/f. 

3** La tige devient horizontale quand elle a tourné de 
l'angle ik-^ - W, soit au bout du temps 
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d'ailleurs O arrive sur rhorizonlalé de B à l'époque 
t =^ i/ -j-y d'où la condition cherchée 

l\2 7:2 



n^U-^-j -3., 



k étant un entier quelconque. 

113. Une barre homogène pesante AB {fig^ 18), assu- 
jettie à rester dans un plan vertical xO y, est rattachée 
à un point fixe O par un fil inextensible et sans masse , 
fixé en son milieu C. Les extrémités de la barre sonly 
en outre, sollicitées par deux forces verticales égales et 
opposées, d'' intensité constante F. Trouver le mouve- 
ment de la barre et la tension du fil. 



Fig. 18. 








co 



On désignera par l la longueur du fil, par M la 
masse, et T^a la longueur de la barre, par 6 V angle du 
fil OC avec la verticale descendante O^, par a V angle 
de la barre avec cette même verticale. 

(Paris, juillet 1888, i"^® question. ) 

Le mouvement du centre de gravité G de la barre coïn- 
cide avec celui d'un point matériel de masse M soumis à 
l'action des forces F, — F, M^ et à la tension du fil, les 
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deux premières se détruisant, le mouvement du point C 
est celui d'un pendule simple de longueur /. 

Soient ç la vitesse de C et T la tension du fil, l'équation 
aux composantes normales du mouvement de ce point 
donne 

Mp2 



d'ailleurs 
d'où 



= T — M^cos6; 



Ç^z^ ç^ H- 2^/(cos6 — cos6o), 



T = M r^? -h ^(3 cosO - 2 cos6o)1 . 



Le mouvement de la barre relativement à des axes en 
translation avec C est celui d'un pendule composé 

d*OL _ 2aF sina ^ 
'dt^ ^ i ' 

soit L la longueur du pendule simple synchrone, on a 

g ^ 2aF _ 6F _ agM 

114. Les extrémités A, A' dUine barre homogène 
pesante de longueur il et de masse M sont assujetties 
à glisser sans frottement sur deux plans horizontaux 
V etV ayant pour équation z = ± a. Chaque point de 
cette barre est attiré par l^ origine O proportionnelle- 
ment à la distance et à la masse; trouver le mouvement 
de la barre. 

On appellera Ç et r^ les coordonnées du centre de gra- 
vité G dans le plan xOy, 6 Sangle constant de la barre 
avec la verticale Oz^ 'f Sangle de la projection de la 
barre sur le plan xOy avec l'axe Ox^ et [jl^ l'attraction 
de O sur l'unité de masse à l'unité de distance. 

On cherchera, en particulier, la surface décrite par 
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la barre, en supposant que, à r instant t = o, 

d^ rfcp TU 

(Paris, juillet 1889, i"* question.) 

La résultante des forces attractives passe par le centre 
de gravité et a pour expression MiJi^p, p étant la distance 
de ce point à l'origine (n° 52); le centre de gravité décrit 
donc une ellipse ayant O comme centre. Le mouvement 
de la barre relativement à des axes en translation avec le 
point G est une rotation autour d'un axe vertical; les 
forces qui agissent sur ce solide, la pesanteur et les réac- 
tions des plans P et F, étant parallèles à l'axe de rotation, 

la vitesse angulaire -~ = const. 

Avec les données particulières de l'énoncé, on a 

Ç = acos[i^, 7) = psin{JL^, cp =z {x^ ou cp— jjl^h — ; 

les équations de la barre, à l'époque ^, sont 

X = \-{- z tangS coscp, y = -^-^ z tang6 sincp. 

L'élimination de t entre ces équations donne la surface 
lieu de ces droites; on a, dans le premier cas (p = jji^, 

X^ yî 



{%-^z tangO)2 (P -h2 tang6)2 

c'est une surface du quatrième degré coupée par des plans 
horizontaux suivant des ellipses ayant mêmes directions 
d'axes, et telles que la différence de leurs axes est con- 
stante; la barre est dans le plan azimutal du centre de 
gravité, quand celui-ci se trouve sur l'un des axes de 
coordonnées. Cette surface admet deux génératrices sin- 
gulières 

ar r= o, z — — acot9; 

^ = o, ^ — — pcotô. 
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Le cas de o = ^t -\ — donne la surface du quatrième degré 

( jîa? -i-yz tang6)2-f- (aj — xz tang6)2 = (a^ -h z^ tang^B)*, 

coupée encore suivant des ellipses par des plans horizon- 
taux. 

Quand le centre de gravité se trouve sur Tun des axes 
Ox ou O^, la barre est normale à Taxe rencontré. 

115. En deux points fixes A et AI situés sur Vaxe 
horizontal O X ^ à des distances égales 0A= OA'=a 
de V origine O, sont attachés deux fils sans masse AM, 
A' M' de mente longueur /, supportant une barre pe- 
sante homogèneMM! de longueur la égale àAA!, Cette 
barre est percée en son milieu C d^une ouverture infini- 
ment petite, dans laquelle passe Vaxe Oz supposé 
vertical et dirigé vers le bas. Le système y étant écarté 
de sa position d^équilibrCy est abandonné à lui-même 
sans vitesse initiale. Trouver le mouvement et la ten- 
sion des fils, 

(École Normale, 1887, 2® question.) 

La barre MM' étant évidemment assujettie à rester hori- 
zontale, le problème ne comporte que deux inconnues : 
Tangle 6 des fils avec Oz et l'angle a de la barre avec O^; 
ces angles sont d'ailleurs liés par l'équation 

/sinS = ia sin -> 

2 

à laquelle il suffit de joindre l'équation du travail et des 
forces vives pour avoir les deux relations qui, théorique- 
ment, déterminent et a en fonction du temps. 

On a, en prenant pour unité de masse celle de l'unité 
de longueur de la barre, 



2 
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;; = /cos6 étant l'ordonnée de G et I le moment d'inertie 
|a3 de la barre relativement à son centre G; d'où l'équa- 
tion 

"3" 5? "^ 5^ =2^/(cos6 — cosOo). 

Gette équation montre que 6 oscille entre -j- 60 et — ô^; 
a varie entre des limites correspondantes données par l'é- 
quation de liaison. On reconnaît encore que —^ est maxi- 
mum pour 6 = 0, puisque, pour cette valeur, le second 
terme du premier membre s'annule et que le second 
membre est maximum. 

Quant aux tensions T et T', la symétrie absolue du sys- 
tème relativement à O^ prouve qu'elles sont égales. On le 
démontre plus rigoureusement en appliquant le théorème 
des moments au mouvement relatif à des axes horizontaux 
en translation avec le centre de gravité G ; les moments 
des quantités de mouvement sont nuls, il en est de même 
de ceux du poids de la barre et de la réaction de l'axe Oz\ 
donc ceux des forces ï et T' sont égaux et de signes con- 
traires, ce qui exige que ces forces soient égales. On en 
conclut encore que la réaction de l'axe Oz est nulle, car 
les forces T et T', transportées au centre de gravité G, 
sont dans un même plan vertical, elles sont égales et font 
le même angle 9 avec la verticale ; elles ont donc avec le 
poids lag une résultante verticale, et, comme le point G 
se meut verticalement, la réaction de l'axe, qui devrait 
être horizontale, est nulle. 

Appliquant, au mouvement relatif de la barre, le théo- 
rème des moments des quantités de mouvement autour de 
G 5, on a, pour déterminer T, l'équation 

— 2TsmO X acos- = l -j-- = -r- --.— , 

2 dt^ 3 dt^ 
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d'où, en éliminant 6, 
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T = — 



la (PoL 



3 sin a df^ 



H6. On donne un quart de cercle fixe, de rayon R, 
limité par un rayon vertical Oy {fig» 19) ^^ ttne barre 
homogène, pesante, AB, de longueur il, glissant sans 
frottement sur le quart de cercle, et dont une extré- 
mité A glisse sans frottement sur Oy, En appelant cl 




B. 



l'angle de la barre avec V horizontale Ox^ on de- 
mande : 

1° La position d'équilibre de la barre; 

2" Son mouvement lorsqu'on V abandonne à elle- 
même, sans vitesse, dans la position horizontale Kq^q. 

l i/3 
On montrera, en particulier , que,siK= — - , l'angle cl 



TU 



oscille entre o et ^» 



(Paris, novembre 1888, a' question.) 



1" L'ordonnée du centre de gravité C étant 



y = OA — Ac = 



R 



cosa 



— /sin a, 



la fonction des forces, non compris les liaisons, a pour 
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expression 

igl ( IsinoL ); 

\ cosa/ 

égalant sa dérivée à zéro, on a 

, R sina 

l cosa -— = o 

cos^a 

ou 

R tang3 a -h R tanga — / = o ; 

celte équation n'ayant qu'une variation a une seule racine 

positive a^, à laquelle répond la position d'équilibre. D'aîl- 

'leurs, la dérivée première de la fonction des forces pouvant 

s'écrire 

cosa(/ — R tangua — R tanga), 

sa dérivée seconde, pour a = a,, se réduit à 

R(i-f- 3 tanguai) 



cosai 



<o; 



l'équilibre est donc stable. 

2° Pour trouver la loi du mouvement, nous applique- 
rons le théorème du travail et des forces vives 

or 

2/3 R . 

I^ —-, X = l cosoL, y= /sina, 

3 cosa 

dx = — / sina dx, dy =^ l r— — / cosa ) da: 

' ^ \ cos^a / 

d'où l'équation déterminant a en fonction du temps 

^aV4 /, R^sin^a _, \ T.. _/ i \1 

-nrlT^^H 1 aRUanga) ^2^\ l sinoL-hK{ i ) . 

dt^\3 cos*a / L \ cosa/J 

Les valeurs extrêmes de a sont données par Téquation 

ViLLiÉ. — Comp. II. i4 





a 




iR 


sin2 - 

9, 


• 


« a 


• M 


cl' 


cos2 - 


— sin2 


— 


2 




2 
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y=yo ou 



/sina = R ( 1 ) = 

cosa 



supprimant la solution connue - = o, on obtient l'équa- 

tion 

R , a „ a R a 

y tang3 - + tang2 - + j tang - — i = o, 

qui n'a qu'une seule racine positive, tang|a2 répondant 
à la question. 

Dans le cas de -^ = — , ao = :r, car il est aisé de vé- 

/ 2 3 

rifier que tang - = — satisfait alors à Téquation précé- 
dente. 

117. Une circonférence de rayon R tourne avec une 
vitesse angulaire constante co autour d^ un de ses dia- 
mètres Ox supposé vertical : 

i" Etudier le mouvement d^ une barre matérielle, ho- 
mogène, pesante, AB, dont les extrémités glissent sans 
frottement sur la circonférence ; 

9^" Trouver les positions d^ équilibre relatif de cette 
barre, 

V origine des coordonnées étant au centre O et Vaxe 
des X étant vertical et dirigé vers le bas, on appellera a 
la longueur OC de la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la barre, M la masse de la barre, MA-^ son 
moment d^ inertie par rapport à son milieu G, et enfin 6 
V angle de OC avec Ox. 

(Paris, novembre i886, 2® question.) 

Le problème ne comporte que Tinconnue 6, mais le 
principe des forces vives n'est pas applicable au mouve- 
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ment absolu de la barre, attendu que les liaisons sont 
fonctions explicites du temps. 

Pour étudier le mouvement relatif de la barre dans le 
plan du cercle, il suffît d'ajouter en chaque point les forces 
fîctives d'entraînement et centrifuge composée, et d'ap- 
pliquer le théorème du travail sans tenir compte des 
forces de liaison qui obligent les extrémités de la barre à 
s'appuyer sur la circonférence. 

La force vive de la barre, dans ce mouvement, a pour 

expression M(a^-\- /^^)-ri* 

Le travail de la pesanteur est, à une constante près, 
M^acosO. Celui de la force centrifuge composée est tou- 
jours nul, puisque cette force est perpendiculaire à la 
vitesse relative. Le travail élémentaire de la force d'inertie 
d'entraînement mtù^y^ pour un point de masse m = dly 
a pour expression 

m m'^y dy = - m w* di^y^ ) ; 

le travail des forces d'inertie d'entraînement appliquées à 
tous les points de la barre est donc 

I r^^ I c^^ 

^- «/_/ ^ J—t 

= /a)2(a2sin2 0-|- -cos^Ô 

= -Ma)2(a2H -^ — cos^ôl. 

L'intégrale des forces vives, dans le mouvement relatif^ 
donne alors 

(a2-+- A:*)^-^ = w2 -2 — cos^O -h 2a^cos6-i- /« 



= ^ 3 (-5 — -51 ) (-5 — Zi), 



en posant cosO = z. 
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Pour étudier les circonslances du mouvement, nous dis- 
tinguerons les cas de 2a^R, celui de 2a = R donnant 
lieu à une discussion identique à celle du pendule simple. 

I® 2a <; R. — Les racines Zi et Z2 du trinôme en cos6 

peuvent être imaginaires; -tt ne s'annule jamais, le mouve- 
ment est révolu tif. 

Si elles sont réelles, z sera en dehors des racines; soit 
^i <! ^2î ^i est nécessairement négatif; alors il peut ar- 
river que Zo= cos6o<; Zi^ ce qui suppose | z^ | < i; posant 
Zi = cos9|, 6 oscillera de 6| k 2tz — 6| sur l'arc supérieur, 
moindre que ti. On peut encore avoir ^o> ^2 • le mouve- 
ment est révolutif si Z2<i — i ; il est oscillatoire si 52> — ' ? 
et 6 varie de 62 à — O2 sur l'arc inférieur. 

2"* 2a >R. — Les racines ne peuvent qu'être réelles, 
et l'on peut faire sur leurs valeurs les hypothèses sui- 
vantes : 

^2 > I î ^1 <! — I . — Mouvement révolutif. 

Z2<C,i, Zi<C — !• — Ce cas est impossible, la somme 
des racines étant positive. 

^2 > I ) ^1 > — ï • — Il faut alors que Zi<C i, puisque z 
doit être compris entre les racines; 6 oscille sur l'arc in- 
férieur, entre 9| et — 0,. 

^2 <! I > ^i > — 1 • — 9 varie de 6| à 62 5 c'est le seul cas 
dans lequel la droite OC reste constamment du même côté 
de la verticale Ox, 

Enfin les positions d'équilibre relatif de la barre s'ob- 
tiendront en égalant à zéro la dérivée de la fonction des 
forces 

— 0)2 -^ — sin 6 cos 6 — a^ sin = o ; 

on a une première solution sin 6 = o, d'où les deux posi- 
tions d'équilibre 6 = 0, 6 ^^Tt; l'équilibre sera stable ou 
instable, suivant que la dérivée seconde de l'expression du 
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travail 

— 0)* ^-^^ — cos 2 — a^ cos 6 = — w' ^ =p ag 

sera négative ou positive. 
La seconde solution est 

et la valeur correspondante de la dérivée seconde a pour 

expression 

3aV* _4a«— R* 



a)î(4a*— R2) 



0)2 



118. £//i disque circulaire homogène , pesant, de 
rayon R, situé dans un plan vertical, est assujetti à 
rouler sans glisser sur une droite fixe O x faisant avec 
l^ horizon V angle a ; le centre C du disque est, en outre, 
attiré par un point fixe O de la droite proportionnelle- 
ment à la distance, 

I® Trouver la position d^ équilibre du disque; 

Si® Le disque étant abandonné dans une position ini* 
tiale quelconque avec une vitesse nulle, trouver son 
mouvement et calculer le temps qu^il met à atteindre 
la position d^ équilibre, 

N. B. — On désignera par x la distance OA du 
point O au point de contact et par Xq la valeur initiale 
de X] le rayon de giration du disque autour de son 

R i/o 

axe est — ^ > et la force attractive issue du point O est 

égale en intensité au poids du disque lorsque x est nul. 

(Paris, novembre 1884, 2* question.) 

1° Dans sa position d'équilibre, le disque est soumis à 
la force attractive, à l'action de la pesanteur et à la réac- 
tion normale de la droite O^, d'où, en projetant sur cette 
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droite, 

or, d'après les données, [x^R^g", d'où, pour la position 

d'équilibre, 

^j = R sina = OAj. 

2® Le centre du disque décrit une parallèle à O^, et le 
mouvement relatif est une rotation autour d'une normale 
au plan du disque. Soit F la composante parallèle à Oœ de 
la réaction de cette droite : le mouvement du centre de 
gravité est donné par l'équation 

m -7-^ — — m\i^x-^ m^sina — F, 
et celui de la rotation, par 

dt^ ~ n ~dt^ ~ ~r ~ mR' 
d'où, en éliminant F, 

et, en transportant l'origine au point A, d'équilibre, 

d^x' 2 ^ ,_ 

c'est l'équation du mouvement rectiligne d'un point at- 
tiré par Ai avec la force €' le mouvement est oscillatoire 
et donné par la formule 

le mobile passe en Ai au bout du temps 



X' 
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119. Un disque circulaire non homogène, pesant, 
assujetti à demeurer dans un plan vertical, est posé 
sans vitesse initiale, par sa tranche, sur V horizontale 
AB de ce plan. Etudier le mouvement de ce disque. 

On donne la masse M du disque, son rayon R, la dis- 
tance l du centre de gravité G au centre de figure et 
le moment d^ inertie Mk^ par rapport à un axe normal 
au plan du disque et passant par le centre de gravité G. 
On négligera le frottement, 

(Paris, juillet 1887, 2® question.) 

Prenons pour origine la position initiale O du centre G 
du disque et pour axe desj^ la verticale descendante ; soient, 
de plus, à l'époque ^, ;r et^ les coordonnées du centre de 
gravité et 9 Tangle de CG avec Ox, L'une des équations 

du mouvement du centre de gravité, -jj =o, nous donne 

X = const. = Xq^ puisque ( ;77 ) = o ; le centre de gravité 

du disque se meut donc sur la verticale qui passe par sa 
position initiale, tandis que le point G décrit Thorizon- 
tale O^. La distance CG = / étant constante, il en résulte 
que tout point du disque décrit une ellipse ou une droite 
(Cinématique, n° 42, 3°). 

Il nous reste à déterminer la loi du mouvement, c'est- 
à-dire l'angle 9 en fonction du temps. 

Le principe des forces vives nous donne 

I,mv^= 2Mg(y — yo) = 2M^/(sinô — sinOo); 
or, d'après le théorème de Kœnig, on a pour tout système 

V désignant la vitesse du centre de gravité, et v^ celle 
d'un point m du système relativement à des axes en trans- 
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lation avec le centre de gravité. Ici 

d'où l'équation cherchée 

(A:2-t-/2cos2e)^ r^2^/(sinô — sinOo); 

elle montre que 6 varie entre 60 ^t "^^ — ^o? et que la vitesse 
angulaire relative -r est maximum pour Q := - . 



120. Une plaque matérielle plane ^ infiniment mince y 
est mobile sans frottement sur un plan horizontal x Ojk. 
Chaque point de la plaque est sollicité par utle force 
perpendiculaire à Vaxe Ox^ dirigée vers cet axe 
et égale à la valeur absolue du produit de la masse du 
point par son ordonnée. Trouver le mouvement de la 
plaque. 

On désignera par Ç, r^ les coordonnées du centre de 
gravité Q^parGxi et Gyi les axes principaux d'inertie 
relatifs au centre de gravité G, et par ^ V angle de Gxi 
avec Ox, Enfin, en appelant m la masse d^ un point 
de la plaque et x^,^y^ ses coordonnées par rapport aux 
axes G^i, Gy^, on désignera par A e^ B les sommes 
^mx\ et Y^my] étendues à tous les points de la plaque. 

Examiner le cas particulier oit la valeur initiale 

de 9 est ^ et où -j s' annule pour Q = o. 

(Ecole Normale, 188G, i'" question.) 

Les équations du mouvement du centre de gravité 
sont 
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et, en intégrant, 

\ =: a-\' bt, T) = c sin(^-i- t); 

la trajectoire du centre de gravité est une sinusoïde. 

Le mouvement de la plaque relativement à des axes 
GX, GY parallèles aux axes fixes est donné par la for- 
mule 



1 représentant le moment d'inertie polaire A + B de la 
plaque autour du point G; or 

S01LF=— 2mX(Y-hTi) ==— 2/nXY; 

d'ailleurs 

X — Tj cosô — yi sin6, Y — ^i sinO -\-y\ cosÔ, 

on a donc 

û?20 B-A . ^ . ... . 

dt^ A -4- B 
et, en intégrant une fois, 

/VA 2 

— = o>2 4- X:(sin2e - sin^ôo) = ^(sinîO — c) : 

c'est une formule analogue à celle du mouvement pendu- 
laire. 

Supposons A<CB ou A* >> o, ce qui revient à étudier 
le mouvement relatif de Taxe du plus petit moment 
d'inertie; le mouvement sera révolutif si c est négatif, et 
oscillatoire s'il est positif , l'amplitude des oscillations 
étant inférieure à ir. Enfin, dans le cas particulier de 
l'énoncé, c = o, et l'on a 

fi 
tane - — e*' "^^ ; 

'JL 

6 n'arrive à sa valeur limite o ou t. qu'au bout d'un temps 
infini. 
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121. Un anneau dont le centre est fixé à V origine 
des coordonnées a sa masse uniformément répartie 
sur la circonférence moyenne de rayon R , son p lan 
fait un angle a avec le plan des xy ; il est attiré suivant 
la loi newtonienne par une masse [jl concentrée en un 
point A situé à une distance a de V origine y sur une 
perpendiculaire à la ligne des nœuds y dans le plan xO y. 

1° On demande de calculer la grandeur du couple 
dû à cette attraction et qui tend à faire tourner l'an- 
neau autour de la ligne des nœuds* 

1^ Déterminer la vitesse de précession qu'un couple 
constamment égal au précédent communiquerait à la 
ligne des nœuds, quand on suppose Vanneau animé 
d^une rotation propre autour de son axe de figure et 
V angle a constant, 

3° Indiquer la position de Vaxe instantané et la vi- 
tesse^ angulaire autour de cet axe, 

r> 

On suppose — assez petit pour que, dans le développe- 

ment de la distance d'un point au point [jl, on puisse 

p> 
négliger les puissances de — supérieures à la première, 

(Poitiers, juillet i885.) 

I** Les forces émanant du point A sont deux à deux 
symétriques par rapport au plan mené par l'origine, per- 
pendiculairement à la ligne des nœuds; leur résultante est 
donc dans ce plan ACO {fig- 20), et Taxe du couple 
cherché est dirigé suivant la ligne des nœuds ON. Pour 
calculer la grandeur P de cet axe, soient M un point de l'an- 
neau, R<A sa masse, la force attractive est i— -^ — > sa pro- 
jection sur le plan AOC, dirigée suivant AG, a pour 

expression 

\xKd'k AC 
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enfin son bras de levier est a sinOAC; or 

AG sin OAG = GP = R sinX sina ; 

on a donc, en tenant compte du signe de ce moment, qui 




est négatif pour \ inférieur à tt, 



P = — \t.ah} sina / 



r3 



D'ailleurs 



r2 = a2-hR2— 2aRcosAOM 



= a2 ( i — a — sin A cosa H r I = a^ii — m), 



I 
r3 



3 



\ I / 3R . . \ 

) = — r ( n sm À cosa ) , 

/ a^\ a / 



R 



en négligeant les puissances de — supérieures à l'unité; 
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il en résulte que la valeur du moment cherché est 



uiR«sina r''' f 3R ^\ • ^ .^ 

= — ' / 1 n cos a sm A ) sin À dk 



R3 

= — 3 irp, sin a cos a — - 



a» 



2** Dans le cas où deux des axes principaux d'inertie du 
solide sont égaux, Ac:=B, les équations d'Euler se ré- 
duisent à 

Aj+(G-A)9r=L, 
A^-(G-A)r;,=M, 

il est commode d'introduire les moments P, Q et N re- 
latifs au système reclangulaire ON, OC, OZ^ nous aurons 

P = L coscp — M sin cp, 
Q = L sin cp H- M cos o ; 

d'où les combinaisons 

A /coscp -^ — sin cp -^ j -I- (G —k.)r{q coscp -\- p sincp) = P, 
A (sincp ~ -f- coscp-^ ) -^(G —k)r(q sin cp — /? coscp) = Q. 

Or on a identiquement 

dp . dq d , . . û?cp . 

coscp -^_sincp^^ = — (;>coscp — ^sincp)-h-^(josin''^-H^cos©), 

dp , dq d , . . do , . 

^^^'^'Tt^^^^'^dt ^ di^^^^^ "^ H- S' coscp) -+- ^(psincp—/? coscp); 

on pourra donc écrire les équations précédentes comme il 
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suit : 



A -j-(/?coscp — ^sin cp)-H(/)sincp + 5'coscp) A-^ H-(G — A)/' = P, 
A -7- (josin <p-+-5'cosçp)-h(^sincp— /?cosç) A-i^+(G — A)/* =Q. 

D'ailleurs, des formules classiques 

. . . â?tl û?6 

/,= smôsincp-^+coscp^, 

^ = sin6coscp-_smcp^, 

r = jî -f- cos6 -^, 
ai dt 

on tire 

d^ . ' t,^^ 

p coscp — q sin o = — , /? sm «p -H 9 cos «p = sin u -y- ; 

en portant ces valeurs dans les expressions de P et Q, on 
aura les équations 

AsiaO^+(.A-G)cos6^^5^-G?#==Q, 
dt^ ^ ' dt dt dt dt ^ 

dt\dt dt) ' 

ces formules, dont on fait un usage très fréquent dans les 
applications, sont dues à M. Resal. 
Dans le cas qui nous occupe, on a 

6 = ot-h const., Q = N=o, G = 9.A = IttR^, 

et les équations précédentes deviennent 

dr^ d^ d^^ 

—^ -h cos a -7^ = const. = /i, -y-J = o, 
at dt ctt^ 






d^ 3 pi cos a 

^— 1 — =^î 
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elles déterminent les constantes -^ et -j^; toutefois, les 

dt dt 

racines de Téqualion qui donne ~ ne conviennent pas 

toutes deux : on doit choisir celle qui s'annule pour 
[x = o, 



. / . 3acos*a 
dt cosa 



elle est négative. 

3** L'axe instantané de rotation est la résultante des 

donc 

, fd^Y /d^Y d^ û?cp 

\dt/ \dt ) dt dt 



deux rotations — autour de 0<z et -7: autour de OZ: on a 

dt dt 



cet axe décrit uniformément un cône de révolution autour 
de Oz. 

122. Un solide de révolution homogène, de masseM^ 
peut tourner librement autour d^une des extrémités O 
de son axe de figure {O fixe). Les divers points du so- 
lide sont soustraits à Inaction de toute force extérieure, 
sauf un point S situé sur Vaxe de figure, sur lequel 
agit une force F dirigée suivant la perpendiculaire 
SP=:p abaissée de S sur une droite fixe O.3; cette 

force tend à éloigner S de Oz et est égale à — ^ — > 

a = OS et (0 est une constante donnée. Les moments 
d^ inertie autour de OS et d^ une perpendiculaire menée 
à cette droite par O sont respectivement égaux à Ma^ 
et 3Ma^. Cela posé, on maintient d'abord OS fixe, et 

telle que zOS = 60®, et Con imprime au solide un mou- 
vement de rotation de vitesse égale à itù autour de OS, 
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puis on l* abandonne à F. Trouver le mouvement du 

point S. 

(Gaen, juillet 1886, 2" question.) 

Les angles 6 et tj^ d'Euler peuvent définir la position du 
point S ; pour les déterminer, nous emploierons les équa- 
tions de Lagrange. On a, pour la demi-force vive du so- 
lide, 

I Ma* 

T= -(A/?2-f-B^2-+-Gr2)= — [3(/?2-}-^2)^-/-2], 

qui, par Tintroduction des trois angles d'Eiiler ?p, 6 et ^^ 
devient 

M «2 

T = '^ [3(e'24- t^'2sinîe) + (cp'-h t^'cose)2]; 

d'ailleurs 

Mw2<5j Mw2a2 - .^ i^Ma)2a2 

sm^O ^ sin^O 2 sin20 

on a donc, relativement à (p, l'équation 

Ma2(çp'-+-(]^'cosô) = Ma2r = const., 
(i) r = const. = 2w 

et, par rapport à la variable ^, 

Ma2(3t]^'sin2ô -i- r cos6) = const., 

d^ , ^^ 2 0) 

— I emSi 



, sin26 = const. :r-cos6: 

dt 3 



or 



(§)<,== •'' 



cos6o= - î 



d'où 

(2) -^sin20 = ^(i — 2 cosô). 

11 est plus avantageux, comme troisième équation, de 
prendre celle qui est fournie par le principe des forces^ 

vives, 

M u)2a2 
Ma2[3(/?2-i-5r2) + ^2] = const.- -^^^^ 
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que Ton peut écrire 

/?2-h ^2 = const. — ^ . ,^ 
ou 

-7— -f- -r^ Sin2 = — r-TTi 3 

dt^ dt^ 9 sin2e 

ej?e2 0)2 r4sin20 — 3 (i — 2cos0)2 



_ 0)2 r 4sin2e - 3 _ (i — 2Cose)2 "j 
"~ ~9 L sin2ô sin2Ô J' 



posant cosÔ — - u^ cette équation devient 

^ = ^\4(i_,,2)_3_(,_2j,)2] = i^'j,(,_^j,) 

ou 

'i ,- j du 

- Lu yj'i dt = 



4ont l'intégrale est 

{\bu^ ?^ = cosO = - cos* — r — : 

' 2 3 

il en résulte que 6 oscille entre un minimum 60=60" et 
un maximum 6^ = 90®, et que la projection sur xOy de la 
trajectoire de S est comprise entre deux cercles de rayons 

• û rt /3 

pn=asin6o= et ox^^ a. 

' 2 ' 

La vitesse de ce mouvement angulaire projeté 

d^ o) I — 2 M 
^ "" 3 I — a^^ 

est toujours positive et s'annule seulement pour 6 =: 60''; 
la valeur de i^ en fonction du temps est 

1^ = /3arc tangfl /|tang ^ ^^J 

(/- 0) ^ 1/2 \ 

\/2 tang — —- j. 

Enfin l'angle V du rayon vecteuT avec la tangente de la 
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trajectoire projetée est donné par la formule 



Tanigle V est nul pour 8 = 60'* et égal à 90° pour 8 = 90°; 
la trajectoire de S, en projection, est tangente à la circon- 

férence de rayon a et normale à celle de rayon ^ • 



123. Un solide homogène sur lequel n!agit aucune 
force extérieure a la forme d'un parallélépipède rec- 
tangle dont les arêtes ont respectivement pour Ion- 
gueurs a, 2 a, ^a\ il est d'abord en repos, mais il peut 
se mouvoir librement dans l'espace. Une sphère homo- 
gène, animée d'un mouvement de translation uniforme 
dont la vitesse U est parallèle aux arêtes moyennes du 
parallélépipède y vient choquer ce solide en un point M 
situé sur l'une de ses faces perpendiculaires à ses 
arêtes moyennes, La masse du parallélépipède est re- 
présentée par 12 et celle de la sphère par 4; les deux 
corps sont parfaitement élastiques. 

Cela posé, on demande : 

1" De déterminer les conditions initiales du mouve- 
ment que les deux solides prendront après le choc; 

2" D'étudier le mouvement que prendra ultérieure- 
ment le parallélépipède , dans le cas particulier où le 
point M coïncide avec l'un des sommets de la face cho- 
quée F. 

(Agrégation, 1886,) 

I" Prenons pour axes entraînés les axes d'inertie du 
corps, OX parallèle aux petites arêtes, OY aux arêtes 
moyennes, OZ aux grandes arêtes ; la percussion sur la face 
antérieure étant parallèle à YO, il en sera de même des 
vitesses U^ de translation de la sphère, et V du centre de 

ViLLiE. — Comp. U. ij 
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gravité O du parallélépipède après le choc. Puisqu'il n'y a 
pas de force extérieure au système, la somme des projec- 
tions des quantités de mouvement sur OY reste constante ; 
si donc nous comptons U^ dans le même sens que U, c'est- 
à-dire vers les Y négatifs, nous aurons 

(i) — 4U =^ — /|U,4-i'2V. 

Exprimons maintenant que les sommes des moments 
des quantités de mouvement des deux corps, autour des 
trois axes coordonnés immobiles pendant le choc, n'ont 
pas été altérées par ce phénomène ; désignant par a, a et ^' 
les coordonnées de M, par/?4, q^ et /•< les composantes do 
la rotation instantanée du parallélépipède après le choc, il 
viendra 

(2) 4tU = 4ïUiH-A/^i, o = Br7,, _,/,aU-:— 4aUi-4-C/i. 

Enfin, les corps étant parfaitement élastiques, leur force 
vive totale n'a pas changé 

(3) 4Uî=4UÎH-i2V2-HA/?î-hG/-f. 

Les équations qui précèdent suffisent a déterminer les cinq 
quantités Ui, V, /?i, qi = o et /'i qui définissent le mou- 
vement après le choc. 

On a, d'après les données, 

A = 1 2 ^ — Q.oa-, 



a'' 



B — ipt ^ = I7«-, 

G = 12^^.; =5a2; 
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ces valeurs portées dans les équations précédentes don- 
nent 

on a donc, pour déterminer Ui, l'équation 



(4) Uh-Ui-(U--Ui) 



i5a2 



les autres inconnues s'eu déduisent aisément. 

Dans le cas particulier proposé, faisons, par exemple, 



a 

- -> V = arz, nous aurons 



... 1 3 7 7 

i 12 u 

2'* Après le clioc, la sphère et le centre de gravité du 
parallélépipède auront des mouvements rectilignes et uni- 
formes, avec les vitesses U< et V. Le mouvement du pa- 
rallélépipède autour de son centre de gravité O sera celui 
d'un solide abandonné à lui-même, tournant autour d'un 
point fixe, avec les données initiales 



/- i 7. v/5» U 



35 a 



l'axe instantané étant la bissectrice de ZOX. 

Dans le mouvement ultérieur, la force vive 2T du sys- 
tème reste constante et égale à 

il en est de même de l'axe G du couple résultant des quan- 
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tités de moiivemeiU 

G2 = AV+ B2^2_^ C2/-2= ( A2-1- G2)/?2 = 17 /i^Va^U*, 

il est dans le plan ZOX et fait avec OZ un angle Ç dont la 
tangente est 4- 

Nous sommes ici dans le cas de G^ — 2ÏB = o : la pol- 
hodie se réduit à deux ellipses situées dans les plans 



L'équation différentielle de Therpolliodie dans le plan fixe 
auquel reste langent l'ellipsoïde d'inertie est, en prenant 
pour origine le pied P de la normale OG à ce plan et dé- 
signant par II et), les coordonnées polaires du pôle, 



v/(A — H)(B — C) — ABCw* x/Ûa'^ —lyoo a^u^ 



ou, en posant k 



) y/ 1 7 <^ 
-dk — — , 






intégrant et faisant \ = o pour u = A', on a 



-^ A = loff I - 
5 ^\u 



sJT- 



on 

ik 6 



(7) "- 






c'est Téquation d'une spirale asj^mptotique au point P. 
On aura les composantes de la rotation suivant les axes 
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entraînés, en joignant aux formules qui donnent aT et G^ 
la relation 

posant, pour abréger, 



55 /T7<^ 
on obtient 

I — e^^^ 21x1/17 e'IJ'' 

Pour déterminer les trois angles d'Euler, nous pren- 
drons pour axes de directions constantes Oz parallèle à G, 
Ox parallèle à la direction primitive de OY, et Oy perpen- 
diculaire aux deux autres^ les formules deviennent 



'i.e^^^ Se'l^/ 



cos6=-^^ » tangro = 



v/i7(i -f- e^lJ-M ' \/ 1'-] {\ — e^^^) 



") 



i]^ rzi 5 [x / H- arc tang 



4(i-h e6|A') 



Les composantes p qI q sont toujours égales et tendent 
vers zéro; l'axe instantané est constamment dans le plan 
bissecteur du dièdre OY et tend à se confondre avec OY; 

8 part de î^ pour arriver à -> cp varie de à zéro, i( croît 

indéQniment et -^ tend vers 5[Ji; le mouvement du paral- 
lélépipède se rapprochera de plus en plus d'une rotation 
uniforme autour de O^ vers lequel tend Taxe moyen. 



23o DPXXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 



CHAPITRE VI. 

DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. 



124. Un fil flexible et inextensible y sans masse, de 
longueur /, passe sur une ti^ès petite poulie O et porte 
à ses deux extrémités deux points matériels M et M' de 
masses m et m' . 

Le point M est assujetti à se mouvoir sur une droite 
fixe Ox\ il est attiré proportionnellement à la distance 
par un point fixe A de cette droite. 

Trouver le mouvement des deux points M et M', ce 
mouvement étant supposé se faire dans le plan guipasse 
par Ox et M'^,, position initiale de M^ 

On fera OA = a et l'on représentera par [xm l'at- 
traction de A sur M à la distance i . 

On supposera qu'à l'origine du mouvement le point 
M est en O et qu'il a reçu une vitesse h dirigée de O 
vers A, que le point M' a reçu une vitesse k perpendicu- 
laire sur OM'j, ( ^ ). 

Effectuer les quadratures lorsque lz=.a et trouver la. 
trajectoire de M'; faire complètement les calculs en 
supposant 

m = 3 //?', k — h = a \/'i [x. 

(École Normale, juillet 1880.) 



(*) La donnée A' ne peut représenter que la composante normale à 
OMi de la vitesse de M', car. cette vitesse a évidemment une compo- 
sante h dirigée suivant M^O. 
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Le théorème des aires s'applique au point M' et fournit 
l'équation 

(.) '•'5F = ^^' 

étant compté dans le sens de A*. 

Le théorème du travail et des forces vives appliqué à 
tout le système donne, en appelant r et p' les vitesses de 
M et M', 

= 2ixni j (a — x) dx = [i m(2ax — .r^); 

cette équation devient, en tenant compte de la relation 

( '}.) ' r -i- X = l, 



m 1 



','2 



(3) ^ dP' dt^ 

( — ( 771 -1- m')h^-\- m' k^ H- \xm{l — r){ia~- l -{- r). 

Ces trois équations déterminent r, ^ et 8 en fonction du 
temps; on en tire les expressions 

r dr 



z dt = \/ ni -h m' 






r\/iimr\l — r){'za —l-h r) H- r^ [{m -{- m')h'^-\- m'k^] — m'I^k' 

qui se ramènent aux intégrales elliptiques. 

Dans le cas de /= a, ces formules deviennent 



[ ± dt = \/ni -H ni' ■ = — — =r^: =:^==== 

] /{x mr^ («2 __ ,.2^ _|_ 7-2 |^(,7j _|_ ,n') h'^ -i- m' k^] — m'I^ k 

zh (iÔ = v/ 



^4) { 

ak dr 



m H- 7/1 -—^ : r __(_ 



r\/iLmr^{a'^— /-i) + r^ [(m + ni')h^-^ m'k^] — m'I^k^ 

elles s'intègrent immédiatement en prenant r^ pour va- 
riable dans la première formule et — dans la seconde. 
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Avec les données partie iilJères de l'énoncé, Téquation 
dîfférenlielle de la trajectoire devient 



d'où 

(5) 7-2= ''' 



3 H- 2v/*2 COSb 

en prenant pour axe polaire une droite faisant avec OMo 
un angle 9o donné par la formule 

t\ — ' A 37r 

cosOo= — p, Oo= -T-; 

/2 4 

la trajectoire du point M' est une courbe dont les rajons 
vecteurs sont les racines carrées de ceux d'une ellipse rap- 
portée à son axe focal et à son foyer de droite; elle coupe 
le cercle /•= a en deux points symétriques par rapport à 
l'axe polaire et sous des angles de 45", puisque les compo- 
santes A el A" de la vitesse initiale sont égales. La seule 
partie de cette courbe constituant réellement la trajectoire 
de M' est la portion intérieure au cercle r = a\ car, d'a- 
près les conditions physiques du problème, x=.a — r ne 
peut recevoir de valeur négative. 

11 reste encore à déterminer r et 8 en fonction du temps ; 
la première des formules (4) donne 

(6) /'*=: «^[3 -4- 2v/2 cosv/3[jl(^-^t)], 

T étant une constante déterminée par la condition 

Enfin l'élimination de /- entre les formules (5) et (6) 
donnerait l'expression de cos9 en fonction de /, mais on 
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arrive à une équation plus symétrique en intégrant l'équa- 
tion des aires 



^^ 3 -h 9. v/5 cos 



- ' 

(3^-'^.v/'j»)cos2- -H (3 — 2v^) sin2- 



d'où 



(7) tang- 1:= (3 -h ^Y'ij tangî^-' (t-^'^i 



'2 2 



125. Déterminer le mouvement du système de deux 

points pesants réunis par une tige rigide sans masse; 

chacun de ces points éprouve, en sens contraire de sa 

vitesse, une résistance proportionnelle à cette vitesse. 

On connaît la position initiale de la tige et Von suppose 

les vitesses initiales des deux points situées avec la tige 

dans un même plan vertical. 

(Lille, juillet i883.) 

Prenons, dans le plan vertical dans lequel s'effectue le 
mouvement, deux axes, Tun Ox horizontal et l'autre Oy 
vertical \ soient x ely les coordonnées du point de masse m , 
x' et y celles du point de masse w', Xf et yt celles de 
leur centre de gravité. Puisqu'il s'agit de points matériels, 
on doil admettre que la résistance de l'air est proportion- 
nelle à leurs masses; on a donc les équations 

,.d^xy , / dx ,d.v'\ ,.dx\ 

^ dt^ \ dt dt I ^ dt 

[m -h m')--r— = — k-itn -i- m ) ' - — {m -h ni')g, 

qui donnent le mouvement du centre de gravité G 

Xi-= a-r- a' e-^'^, 

^ k^ 
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La trajectoire du centre de gravité a une asymptote 

Pour déterminer le mouvement de la tige relativement 
à des axes en translation avec ce point, on ne doit tenir 
compte ni des forces d'inertie ni de la pesanteur; restent 
donc les résistances de Tair. Or chacune de ces résistances 
se décompose en deux autres, dues l'une à la vitesse d'en- 
traînement, l'autre à la vitesse relative; la résultante des 
forces dues à la vitesse d'entraînement, passant par le 
centre de gravité, est sans influence sur le mouvement re- 
latif; on a donc, en appliquant le théorème des moments 
des quantités de mouvement autour du point G, 

dt\ dt . dt J dt dt 

OU 

^26 _ ^^ d^ 

~dV' ~ ^' dt' 
dont l'intégrale est 

Les six constantes sont déterminées par les données ini- 
tiales. 

126. On considère, dans un plan horizontalyOx^ une 
tige homogène OA {fig> 11) de masse M et de longueur I 
mobile autour de son extrémité O qui est fixe, puis une 
deuxième tige homogène AB dé même masse M et de 
longueur double il articulée à la première à V extré- 
mité A; le milieu G de cette deuxième tige est attiré 
par le point O en raison inverse du cube de la distance » 
Trouver le mouvement de ce système. 

On appellera 9 V angle ^OA, cp V angle AOG, MA- le 
moment dHnertie de la première tige par rapport au 
point O et de la deuxième par rapport au point G, et 
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JJLiM 



la valeur absolue de la force attractive issue du 



OG 
point O. 

On supposera que le système parte, sans vitesses ini- 

tialeSy de la position pour laquelle 9 = o, cp = '^ ^/^ par 



TT 



suite, OAB= -• 

■2 



(Ecole Normale, juillet i885, .i" question.) 



La seule force extérieure inconnue agissant sur le sys- 
tème étant la réaction du point fixe O, nous l'éliminerons 

Fîg. 21. 




par l'application du principe des forces vives et du théo- 
rème des moments des quantités de mouvement autour du 
point O ; nous aurons ainsi les deux équations nécessaires 
à la détermination des inconnues 9 et cp. 

La somme des moments des quantités de mouvement de 
lout le système, autour du point O, est constante; le mo- 

ment de la tige OA est M-k'-j-* Pour trouver le moment 

de la tige AB, nous nous appuierons sur le théorème sui- 
vant (Delaunay, Mécanique rationnelle, p. 466) : 

« La somme des moments des quantités de mouvement 
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d'un Système par rapport à un axe lîxe se compose de deux 
parties, dont l'une est ce que deviendrait cette somme si 
toute la masse du système était concentrée en son centre 
de gravité, et l'autre est une somme analogue de moments, 
prise dans le mouvement relatif du système rapporté à des 
axes de direction constante menés par son centrç de gra- 
vité, et par rapport à un axe parallèle à l'axe fixe passant 
par ce point. » 

La première partie a pour expression 

M X ÔG^^(e -+- Cp) r= 4M/2(Ô'-f- Cp')C0S2cp, 

et la seconde 

MA-2(Ô'-f.2cp'); 

d'où Téquation 

(i) 2M(/:2-+-2/2cos2o)(ô'-H<p') = coDSt. ; 

or, en vertu des données initiales, cette constante est 
nulle; donc 9'-t- cp'= o, 

(2) e + o = OoH-cpo= 7; 

'4 

le point C se meut sur la bissectrice de Tangle a;Oj'. 

Passons à l'application du principe des forces vives : la 
force vive de OA. est 

]\U2Ô'2= ^0'2; 

celle de AB se compose de deux parties, l'une, 

u(^^j =4M/2cp'2sin*cp, 

est celle du centre de gravité auquel on aurait transporté 
toute la masse; l'autre est celle qui serait due au mouve- 
ment relatif autour du centre de gravité 



MA:H0'-Haçp')2= -\-cp'2; 



M/2 

y 
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(Pou l'équalion 



— — 2 jji M 1 



-— = îxM 



2 



OG VOG /o 

cos^o 



que i*on peut écrire, en éliminant ^'= — o\ 

Le premier membre de cette équation étant essentielle- 
ment positif, il faut que cos2'^<<o, et, comme c5o= 7' 

4 
on doit avoir 



r Su 

4 



' -^ - 4 ' 



'^ commence donc par croître; pour c5r=r-, 9 = — y, 

•^ 4 

— L = 00, le point G est en O, et la tige AB est repliée sur 

la tige AO. Pour continuer l'étude du mouvement, on ne 
peut plus invoquer que des raisons de symétrie; 8 con- 

tinue à décroître, et 9 -i- îp saute brusquement de y à ~ • 

Le point G passe sur la bissectrice de l'angle x^Oy^ ^ et il 
se produit une oscillation symétrique de la première 
par rapport à la bissectrice de xOy\ jusqu'à ce que 

^ ^- ; alors cp = --t -%J = o, et 'o ne peut plus que dé- 

croître, tandis que 9 croît jusqu'à zéro; le système revient 
alors dans sa situation primitive. 

127. Deux points M et M', de même masse m, mo- 
biles dans un plan horizontal, sont reliés lUtn à l^ autre 
par un fil inextensible et sans masse, de longueur 2 /. 
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Le point M est attiré par un point fixe A et le point W 
par un point fixe Pi! proportionnellement à la distance. 
Trouver le mouvement du système et déterminer la ten- 
sion du fil. 

On prendra pour axe des x la droite A' A et pour 
origine le milieu de cette droite ; on désignera par ia 
la distance h! h.., par x et y les coordonnées du milieu G 
de M' M, par 8 V angle de GM avec Ox, enfin par 

Y-mAMy ^mhlW les valeurs absolues des forces attrac- 
tives issues des points k et h! . 

(Paris, juillet i885, 2" question.) 

Les équations du mouvement du centre de gravité sont 

ini -j-^ — — [xni{T H- /cosG — a) — \xm{x — /cosO - - a) 

ou 

dl^ ' dV' ' -^ ' 

le point G se meut comme s'il était attiré par l'origine pro- 
portionnellement à la distance ; il décrit donc une ellipse 
ayant ce point pour centre. 

Le mouvement du système relativement au centre de 
gravité est celui d'un solide tournant autour d'un axe fixe \ 
il est donné par la formule 

d^ S^ILF _ 201LF 
dt^ ~ î: mr^ ~ ~%'ml^ ' 

prenons la force agissant sur M, ses composantes sont 
X = — \xin{^x -\- /cosO — a), Y = — V-f^^y + /sinG), 
et les coordonnées relatives du point M 

a7i=/cosG, j'i^/sinG, 

d'où 

XiX — y\\. = \t.ml(x sinG — y cosG — a sinG); 
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le moment de la force agissant sur M' se déduit du précé- 
dent en changeant les signes de / et a, ce qui donne, pour 
la somme de ces deux moments, 

d'où Téquation du mouvement relatif 

c?* 6 

c'est celle d'un pendule simple de longueur L r=r — . 

Soit N la tension du fil : prenons l'une des équations du 
mouvement du point M 

—^—dti ==- -Sin6-jx(j + /s,ne); 

d^ y 
elle devient, en tenant compte de la relation -— =z — ^y^ 

/ cos -7— — sin -r— ) — — 1 h M. n sm : 

\ de- dV- 1 \m ^ I 



or 



l -77; = ^ ( ;/- ) 'i'\^ a(cosU — cosOo) = i]i.a{k 4- cosO), 



d'où 



\ :_: jjt.77?a I 3 cosO 



-...-i); 



si elle devenait négative, les points seraient indépendants. 

128. Deux barres matérielles homogènes j égales, de 
longueur il et de masse^l sont articulées l'une à l'autre 
par une extrémité A*, ces deux barres sont lancées dans 
un plan horizontal XOY sur lequel elles glissent sans 
frottement. Trouver le mouvement du système et indi- 
quer quelles doivent être les conditions initiales pour 
que V angle ^S^^ puisse devenir nul. 
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On appellera i, tj les coordonnées du centre de gra- 
\Hté G du système, V angle de la droite GA avec OX, 
17. V angle BAB' des deux barres et MA'^ /^ moment d'i- 
nertie de chaque barre par rapport à son milieu. 

(Paris, novembre 1 885, ss" question. ) 

Aucune force extérieure n'agissant sur le système, le 
mouvement du centre de gravité estrectiligne et uniforme ; 
ce point divise en deux parties égales la droite CG {fig* ^'^) 

Fig. 22. 




qui joint les milieux des barres. Le mouvement du système, 
relativement à des axes G^r, ijy en translation avec le 
centre de gravité, peut être traité comme un mouvement 
absolu, sans addition d'aucune force, d'où il résulte que, 
dans ce mouvement relatif, la force vive, ainsi que la somme 
des moments des quantités de mouvement du système rela- 
tivement à l'origine G, seront des constantes; les deux 
équations ainsi obtenues suffiront à la détermination des 
angles et a. 

Soient X ei y les coordonnées du pqint C, x^ et )' celles 
du point G, on a 

xz=^ — x'= /sinasinO, 
y = — y' = — ^ sinacosO; 
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la force vive de AB est, dans le mouvement relatif, 



dt^ V dt \ 

et la somme des moments des quantités de mouvement de 
cette barre, par rapport à G (n** 126), 



= M/2sin2a 



dt dt 

d^ M/2 t/(e-4-a) 



dt 3 dt 



J^es quantités analogues, pour la barre A'B', se déduisent 
des précédentes par le changement de a en — a ; on a donc 
les deux équations 

<^62 d'x^ 

^ (i -f- 3 sin2a)+ ^(' + 3 cos2a) = c^, 

(n-3sin2a)^- =c', 
^ ' dt ' 

que l'on peut écrire 

d^ c[ 

dt 1 -T- 3 sin^a 

doL^ (H-3sin2a)c2— r'2 



dV^ (H-3sin2a)(i-i-3 cos^a) 



La première de ces équations montre que le mouvement 
de la ligne GA est révolutif; sa vitesse angulaire est néces- 



rJ - ^ 



sairement comprise entre c et - • 

Quant au mouvement de l'une des tiges par rapport à 
l'autre, c'est-à-dire aux variations de l'angle a, sa nature 
dépend du signe de c- — d-, 

i® c^<^c'^^, — Soit a, le plus petit angle positif satis- 

ViLLiÉ. — Comp. H. i6 
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faisant à l'équation 



comme ao est nécessairement supérieur à a,, l'angle a va- 
riera entre les valeurs aj et tt: — a,, qui annulent -^ ; 

le mouvement de Tune des tiges par rapport à Tautre est 
oscillatoire et périodique. 

a" c''= c'-. — L'angle a, est nul, mais il n'y a pas oscil- 
lation, la valeur limite zéro ou tî de a ne pouvant être at- 
teinte qu'au bout d'un temps infini. 

3" c"->c'^. — Alors -T- ne s'annule jamais, le mouve- 
ment est révolutif, à moins que l'on admette qu'il y ait 
choc pour a = o ou a = 7î; c'est d'ailleurs le seul cas dans 
lequel l'angle des deux barres puisse devenir nul. Il est 
aisé d'obtenir la condition à laquelle doivent satisfaire les 
données initiales pour qu'il en soit ainsi : on a 



d'où 



c2 =(i-4- 3sin2ao)e'o2-h(n-3cos2ao)a'o2, 
c'2=(H-3sin2ao)''6'o2, 

«'0^ A,2 3sin2ao(F-4-3sin2ao) 
«o->^ i-H3cos2ao * 



129. En deux points H et IF dUuxe horizontale sont 
fixées les extrémités dhin fil pesant^ homogène et inex- 
tensible y qui supporte en son milieu M une petite masse 
dont le poids est égal à celui du fiL Quel doit être le 
rapport de la longueur HH'= ir à la longueur il du 
fil, pour que les deux portions de cordon qui se ren- 
contrent en M soient orthogonales, quand le système 
proposé est en équilibre? 

(Gaen, novembre i886, 2* question.) 

En vertu de la symétrie, les deux portions de fil MH, 
MH' sont deux arcs ^gaux de chaînette, symétriques par 
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rapport à la verticale My, Pour la même raison, les tan- 
gentes à ces courbes en M, devant être orthogonales, font 
chacune avec l'horizontale x'Mx un angle de 45®. Il reste 
donc à déterminer les constantes de l'équation delà chaî- 
nette 

d'après les conditions de Ténoncé. 

Exprimant d'abord que cette courbe passe à l'origine M, 
on a 



^') 



a ( -^ ^] 



le coefficient angulaire de la tangente à la courbe en ce 
point devant être égal à l'unité, on a la seconde condition 



('2) 






La relation entre / et /• s'obtient en exprimant que la lon- 
gueur MH du fil est égale à / 



(3) 



— ~\e "■ — e " — e "^ -^ e'^ ) . 
•2 



La quatrième équation, permettant l'élimination des trois 
constantes c, Xq et a, s'obtiendra en écrivant l'équilibre 
de la masse M, dont le poids est i /e, e étant la densité ou 
poids de l'unité de longueur du fil; si T est la tension du 
fil- en M, on devra avoir 

T cosy = It. 
4 

D'ailleurs, la tension T en un point quelconque est donnée 
par la formule 
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elle est donc égale à ce au point M, d'où Téquation 






(4) l\/ 



Les équations (p.) et (4) donnent 



d'où 



--• a^lspi. ^ Ispi — a 

e «= ^—y e*' = — ; 

a a 






et, par suite, 

e "=v/îï-+-i, e" = ^ — I. 
Portant ces valeurs dans l'équation (3), elle devient 

r r 

(/â -4- i) e ' — 4 «' — (/a — l) = O, 
d'où 

( 5 ) e' = - — ^ , - = o , 562 .... 

I -1-/2 ^ 



C'est le rapport cherché. 

130. Un tube rectiligne homogène AB, de section 
infiniment petite et de longueur 2 a, glisse sans frotte- 
ment sur un plan horizontal. Un point matériel M, 
dont la masse est égale à celle du tube, est mobile, sans 
frottement, dans l^ intérieur du tube. Trouver le mou- 
vement du système et la pression du point M sur le 
tube. 

On appellera 6 V angle de KR avec un axe fixe Ox 
et ir le segment CM compté à partir du milieu C du 
tube. 

On examinera en particulier le cas où la vitesse ini- 
tiale du centre de gravité du système serait nulle, et 



DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. 245 

Von indiquera dans ce cas les différentes formes de la 

trajectoire du point M. 

(Paris, novembre 1887.) 

Le système considéré se déplacera dans le plan comme 
s'il n'était soumis à l'action d'aucune force extérieure; 
son centre de gravité G, milieu de CM, aura donc un mou- 
vement rectiligne et uniforme. 

Etudions le mouvement du système relativement à des 
axes en translation avec G; les théorèmes généraux de la 
Dynamique s'appliqueront à ce mouvement relatif, sans 
addition d'aucune force; nous ferons donc usage, pour 
déterminer les inconnues r et 6, du théorème des forces 
vives et de celui des moments autour du point G. 

La force vive de M est m — — -j-^ ; celle du tube est 

égale à la force vive d'une masse ni concentrée en G, soit 

la même quantité que précédemment, augmentée de la 

force vive 

d^ _ ma^- (m 

relative à des axes en translation avec G, d'où l'équation 

dr^ d%^ f a^\ T 

^ ' dt^ dfi\ 6 / m 

Le moment de la quantité de mouvement de M autour de G 
est ntr'-T-; celui du tube est égal au moment de la quan- 
tité de mouvement de son centre de gravité, auquel on 
aurait appliqué toute sa masse, soit mr- -r > augmenté de 

I ^ = — ^ -j-' Le moment de la quantité de mouvement 
du système étant constant, on a la seconde équation 



(2) 5i('''-+-^ ) = A; 



_ ( /•2 _| 

dt\ 6 



9 varie donc toujours dans le même sens. 
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De ces équations, on lire la relation enlre /* el t 



I 



r2-h 



(3) -jTi-r- ^^-/^^ dl^±.dr^ 






l'équation différentielle de la trajectoire relative du point M 
est 

( \ ) dii =— j- 



^' . // , «^\ / • «^ A2 



la courbe a une asymptote située à la distance ± ~ de 
Torigine. 

^M -77 ) est positii ou encore si -; -, r >> o, /* varie 

\dt / ^ h k'^ 

toujours dans le même sens et croît indéfiniment en valeur 
absolue. 

Dans le cas où Ton a simultanément ( ;t- ) <! o et 
j. 7T <^ ^> '' décroît d'abord jusqu'à son minimum 

\/ Ti ^' pour croître ensuite jusqu'à l'infini. Enfin, si 

\ -Tf) = o, la dérivée seconde ayant alors pour valeur 
—^y r va en croissant, ce qui est nécessaire d'ailleurs 



/••2 _J 



pour que le radical soit réel. 

La trajectoire relative du point M devient sa trajectoire 
absolue dans le cas particulier de l'énoncé. 

La pression N du point M sur le tube, comptée dans le 
sens des angles 6 croissants, est donnée par l'équation du 
mouvement de ce solide autour de son centre de gravité 

dt^ -^"^'^^ 
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/représentant la valeur absolue CG. Or l'équation (?) 

donne 

d^O a A /' dr 

_ • 

on a donc 

ma^X dr V \ ^ / 

(3) N =— — — 



(-Ï) 






la pression du point M sur le tube est négative ou posi- 
tive, suivant que r croît ou décroît, ce qu'il était aisé de 

prévoir d'après l'équation (2), qui montre que -7- varie en 
sens inverse de r-, 

131. Un tube circulaire homogène, de section infini- 
ment petite et de masse M, est mobile, sans frottement y 
dans un plan horizontal, autour d^ un de ses points O 
supposé fixe {fig- 28). Un point matériel m de masse m 




jy 



est mobile, sans frottement, à V intérieur du tube et re- 
poussé par le point O proportionnellement à la dis- 
tance. Trouver le mouvement du système, en supposant 
que le tube et le point soient abandonnés à eux-mêmes 
sans vitesses initiales. 
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On appellera R le rayon du tube, Mk- son moment 
cV inertie par rapport au point O, V angle que fait le 
diamètre OA avec un axe fixe Ox^ x l'angle que fait 
le rayon vecteur Om avec le diamètre OA; enfin, 80 ^^ 
ao les valeurs initiales de ^ et ol, 

(École Normale, i888.) 

Les seules forces exlérieures au système étant la force 
répulsive, la pesanteur, la réaction du plan et celle du 
point O, la somme des moments des quantités de mouve- 
ment autour de ce point est constante; en joignant à cette 
relation celle des forces vives, nous aurons les deux équa- 
tions nécessaires à la détermination des angles 8 et a. 

Le moment de la quantité de mouvement du tube est 

MA"- -7- j et celui du point m 

nir^ ——, = 4mR2 cos'^a-— -, — - : 

at dt 

leur somme étant nulle en vertu des données initiales^ on 
a la première relation 

d^ _ 4/?zR2cos2a doi 

di ~~' MA^-h 4mK2cos2a d} ' 

qui montre que 8 et a varient en sens inverse et atteignent 
simultanément leurs valeurs extrêmes. 

JA j 

La force vive du tube est MA*-^— ? et celle du point m 

dt^ ^ \dt^ L ^' J ^ 

enfin le travail de la force répulsive a pour expression 



ni\i^ I r dr = im[i''K^ (cos^ y. — cos^Œo), 



<x'- f r 

' 
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d'où la seconde équation du mouvement 

Mk^ -7-: -^ 4 m R2 ( -— - -^ , cos2a 

— 4w|JL*R^(cos-a — cos^ao); 

elle exige que cos^a^cos-ao, d'où l'on conclut que a 
oscille entre dz ao et 6 entre ih Qq' 

La relation différentielle entre 6 et a est intégrable ; po- 
sant 

et prenant pour axe des x la direction du diamètre OA 
quand a est nul, on a 

H- a = X arc tang(X tanga); 

si l'on remarque que X<; i, on reconnaît que Q et a sont 
toujours de signes contraires et que | a | >> | Q |. 

132. Deux points pesants M et M', liés entre eux par 
une tige rigide et sans masse, de longueur a, sont as- 
sujettis le premier M à décrire une circonférence verti- 
cale, non matérielle, dont le rayon OM a la même 
longueur que la tige MM', et le second M! à glisser 
sans frottement sur le diamètre horizontal OA de cette 
circonférence , pendant que le plan de la circonférence 
tourne, avec une vitesse angulaire constante w, autour 
de son diamètre vertical OB : 

1° Déterminer le mouvement relatif du système des 
deux points, en supposant qu^à l^ époque initiale le 
point M soit en A et animé d^une vitesse ascendante Vq, 

1^ Condition pour que le mouvement du point M 
soit révolutif ou oscillatoire. 
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3^ Trouver les positions d^ équilibre et reconnaître 
celle pour laquelle V équilibre est stable, 

(Lille, juillet 1886.) 

Prenons l'horizontale OA pour axe polaire, et soit 6 
l'angle AOM compté de OA veis la verticale ascendante 
OB; pour déterminer l'unique inconnue 8, nous applique- 
rons le principe des forces vives au mouvement relatif du 
système des deux points M et M'. Aux forces réellement 
agissantes, non compris les liaisons, il suffit d'ajouter les 
forces d'inertie d'entraînement des points M et M', qui 
sont horizontales et ont respectivement pour valeur 

Les forces vives de M et M' sont 

11'-' ^''^ dt^ ' 

h; travail élémentaire de la pesanteur est 

— m g a cos6 t/0, 
et les travaux des forces d'inertie ont pour expression 

— /nto^a* sin6 cosô rfô, --4 m'to^a^ sinO cosO ofô; 
d'où l'équation du mouvement relatif 

— mi'j — imga j cosOt/Ô — {m -h ^ni')(ii-a' 1 sin26^/6 

• •^ 

= niv^ — 'inxga sin6 — (m h- 4''i')w2a* sin-6. 

Le premier membre de celte équation étant essen- 
tiellement positif, il en sera de même du second, et pour 

que -T- ne puisse s'annuler, c'est-à-dire pour que le mou- 
vement soit révolutif, il faut que le minimum absolu du 
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second membre 

/npj — 1 mga - - (m -h 4 "i' )^^ a^ > o ; 
il sera oscillatoire dans le cas contraire. Dans cette der- 



nière hypothèse, soit 8| l'angle compris entre o et - qui 

annule -j-; Ja racine négative de 1 équation -y- = o sera 
supérieure à l'unité en valeur absolue si 

et alors le point M oscille entre les points ôi et — tt — Oi . 
Si, au contraire, la seconde racine est supérieure à — i, 

soit 60 l'angle compris entre o et — - qui lui correspond, 

Ma 

l'oscillation aura lieu entre Qi et O2. 

Les positions d'équilibre s'obtiendront en égalant à zéro 
le travail élémentaire; d'où l'équation 

^(6) = — mj^cosO — ( /?i -i- 4 /^' ) ^^ ^ sin 6 cos6 = o, 

dont les racines sont 

cosO — o, sinO = — 



(m H- 4^*')^^^' 
si l'on a 

( m H- 4 w*')w2 a > m^, 

la seconde racine est admissible et, comme 

y'(6) = m^sinô — (m -\- 4/n')a)2a COS26 

prend alors la valeur 






(/n-^4m')to2a-H , _ , ^ ^/^...^^ <^^ 



les deux valeurs de l'angle répondant à cette racine sont 
des positions d'équilibre stable, tandis que les solutions 

==1= - sont des positions d'équilibre instable. 
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Si la seconde racine est à rejeter, on reconnaît aisément 
que Q = - répond à un équilibre instable et = — - à un 
équilibre stable. 



'2 



133. Un cercle matériel y homogène, de masse M, 
situé dans un plan horizontal, tourne avec une vitesse 
angulaire initiale ioq. autour d^un axe vertical passant 
par son centre. Un point matériel m, partant du centre, 
marche avec une vitesse constante v le long d^un des 
rayons du cercle. On demande quelle sera la vitesse 
angulaire du système au temps t? Quel doit être le 
rapport des masses pour que cette vitesse soit devenue 
la moitié de la vitesse angulaire primitive au moment 
où le point matériel arrive à V extrémité du rayon? 

f Bordeaux., juillet i883, a* question.) 

Le point matériel m est nécessairement soumis à Tac- 
lion, soit d'une résistance passive dirigée suivant le rayon 
/7iO, soit d'une force centrale attractive, puisque son 
mouvement relatif, sur le rayon, est uniforme; cette force 
mio^r étant la seule force extérieure agissant sur le sys- 
tème, la somme des moments des quantités de mouvement 
autour du point O est constante, d'où l'équation 

^ («ir2-i- J MR2) = const. = \ MR^wo, 

en appelant R le rayon du cercle; on en conclut que l'on 
doit avoir m = -- pour que -r.'=' — quand r = n. 

De l'équation des moments on tire Texpression cher- 
chée de la vitesse angulaire 

d^ MR2(oo 



dt MR=«-i-'2m(^2/2' 
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intégrant et posant - — =A-, on a 



k v^ 



t= - tang 



ktiiQ 



"■ j 



c'est la loi du mouvement de rotation du cercle. 
La trajectoire du point m a pour équation 

r — vt = k tanjî -r — , 

elle est asymptotique à la direction Q = — —; la distance 3 
de l'asymptote à l'origine est 

= h m — ; — = lim 



dr V k^-r~ I 



.3 



r 



134. Une aire matérielle plane, de masse M, repose 
sur un plan horizontal H et peut tourner dans ce plan 
autour d^un de ses points O supposé fixe. En un 
point A de Caire {fig- 24) ^st attaché un fil flexible 
sans masse, qui passe par une petite ouverture prati- 
quée en B dans le plan H, à une distance OB du point O 
égale à la distance OA = a du point A. Ce fil ABC, de. 
longueur constante /, porte à son autre extrémité C, un 
point pesant de masse m. Le système étant au repos et 
dans sa position d^ équilibre stable, on applique à Vaire 
une percussion connue comprise dans le plan H : 

I ° Calculer la vitesse angulaire due à la percussion, 
ainsi que la vitesse linéaire du point C ; 

a** Etudier le mouvement ultérieur du système. 

On désignera par k le rayon de giration de l^ aire 
relatif au point O, par \k le moment de la percussion 
donnée relatif à ce point O, et Von supposera l> ia, 

(Nancy, novembre 1884.) 
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Le système étant à liaisons complètes, nous prendrons 
comme variable indépendante l'angle BOA = 0, qui est 
nul dans la position d'équilibre stable. L'aire matérielle 
est soumise à l'action de deux percussions, la percussion 
donnée de moment connu [jl par rapport à O, et une per- 
cussion en sens contraire provenant de la tension du fil. 



Fig. 2^. 




-»-c 



Or, les forces agissant sur un fil en mouvement, mais sans 
masse, se font nécessairement équilibre, puisque les forces 
d'inertiedu fil sont nulles; donc la tension T du fil est à 

chaque instant la même en C et A. Cette tension étant la 

dz 
force qui communique au poinl C la vitesse j- à la fin 



dz 



de la période de choc, son impulsion est égale à — /)i -f^; 

donc le moment de cette percussion agissant sur A est 

dz ^ ,, -, , ... , . d(i 

ma-j-y et l on a, pour déterminer la vitesse angulaire lour- 
de la plaque à la fin du choc, Téqualion 



- . . , rfô dz 

M k^ -.- = ma -r- 

dt dt 



.u. 



D'ailleurs, l'équation de liaison 



^ = l — '>.a sin - , 

2 
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qui suppose o << << stt, donne 



d'où enfin 



dz rfO 

-r- = — « COS - -7- ) 

at 2 clt 






|JL ( ^^\ _ ^V- 

Pour étudier le mouvement ultérieur, nous appliquerons 
à tout Je système le théorème des forces vives 

|x2 , .0 

— ^. , — i wi?-» sin - ; 

c'est Féquation diflerentielle du mouvement; elle entraîne 
la condition 







4 inga ( M /»:2 -1- nia'^ ) ' ^ -i' 

les circonstances du mouvement dépendent de la grandeur 
de h'K 

1" ft- >> 1 . - La plaque effectuera une révolution com- 
plète, et, quand A repassera en B, on aura -j- = w,,; à ce 

moment, la tension du fil produira une percussion sur la 
plaque due au changement brusque du sens de la vitesse 
du point C; soit tO| la' vitesse angulaire à la fin de la pé- 
riode de choc, on aura la nouvelle équation 

M/c2(tOi — wq) — — ma*(a)i-f- too), 
_ MA-2- mqg _ ]\U-2 _ ^la^ 
"^^ ~ "^Hl k^ -,- ma'- ~ '^ (MT2 -+- /na2)î ' 

([ui suppose essentiellement Mk^ >> ma- ; la quantité w^ ne 
peut être en effet négative, puisque le moment de l'impul- 
sion due à la tension serait positif, tandis que l'accroisse- 
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ment de la somme des moments des quantités de mouve- 
ment de la plaque serait négatif. Si donc ma^^Mk-^ le 
mouvement s'arrêtera brusquement. Soit alors Mk-^ ma- : 
dans la seconde période du mouvement, on devra avoir, en 
comptant 6 à partir de zéro, 

' ' 1^ 6? ^sin -; 



4 mga ( M k^ -+- ma^ )'^ ^ ~ 'i 

si b'^^^ ^ le mouvement sera encore révolulif ; mais, comme 
6J <C fe-, il arrivera qu'au bout d'un certain nombre n de 
révolutions, on aura fej ^ i et l'on retombera alors sur l'un 
des cas suivants. 

p.° 6- <C i . — Posant 6-= sin -> a étant compris entre zéro 
et t:, 9 ira en croissant jusqu'à a : alors -j- sera nul et 6 dé- 
croîtra ensuite jusqu'à zéro ; à ce moment -n = — ^o- Dans 

la seconde période du mouvement, nous compterons 8 en 
sens inverse: on verra alors, comme précédemment, que le 
mouvement s'arrêtera si MÂr^^ma-, et que, dans le cas 
contraire, il se continuera avec la vitesse angulaire io^ << (o^^ 
il y aura une seconde oscillation d'amplitude a^ <! a; il y 
aura une infinité d'oscillations, de part et d'autre de OB, 
dont l'amplitude ira en décroissant constamment. 

3" b'= i . — tend alors vers ti et y arrive au bout d'un 
temps 

•j. 

' 1 ^^\ 

\mga ( I — sin- j 

évidemment infini, puisque, pour 6 =7r, le degré d'infini- 
tude de la fonction à intégrer est égal à l'unité. 
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Le calcul qui fait le sujet de l'épreuve pratique de la licence 
es Sciences mathématiques n'est, en réalité, la plupart du temps, 
que la résolution d'un triangle, dont les données sont fournies au 
moyen de quelques notions très simples d'Astronomie. C'est pour- 
quoi, avant de traiter les exercices qui ont été donnés aux examens, 
nous présentons ici quelques Tableaux fournissant tous les élé- 
ments d'un triangle, soit rectiligne, soit sphérique, avec leurs 
logarithmes. En variant les données, le candidat pourra se pro- 
poser, comme exercice, la résolution de tous les cas possibles. 



I. — Triangle rectiligne obliquanglh. 



Éléments. 



Sinus. 



A=4o.56. 0,00 1,8163609 

B =54.16. 8,48 1,9094319 

G — 84.47.51,52 7,9982073 



Logarithmes. 



Cosinus. 

1,8782186 
1,7663981 
2,9574805 



Tangente. Cotangente. 



î, 938 1423 
o,i43o338 
i ,0407268 



0,0618577 
T , 8569662 
2,9592732 



Éléments. 



Dl 



Loîrarilhmes. 



. a r= 57,770 1,7617024 

b= 7», 577 1,8547735 

c= 87,81*1 1,9435489 

2jt? = 217,158 ....... . 2,3367758 

p z= 108,579 2,0357458 

jD — a r= 5o , 809 1 , 7059406 

p-~b= 37,002..' 1,5682252 

p — c — 20,768 1,31739^7 

s = 2058"%985 3,3i36532 

ViLLiÉ. — Comp. II. 



'7 
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II. — Triangle sphérique rectangle : A = 90°. 







Logarithmes. 




Éléments. 


Sinus. 


Cosinus. Tangente. 


Cotangente. 


B = i38* 15.45'!... 


. 1,8232909 


1,8728568 T, 950434 1 — 


0,0495669— 


c — 105.52.39. . . . 


. ï, 9831068 


1,4370867 — 0,5460201 — 


1 , 4539799 


n - 71.2Î.30 


1,9767235 


7, 5035475 0,4731759 


7,5268241 


ù — 140.52. 4o 


. T, 8000134 


1,8897507 — 7,9102626— 


0,0897374 


€ — ii4.i5.54 


1,9598303 


7,6137969 — 0,3460333 — 


7,6539667— 



Nota. — Le signe — placé à la suite d*un logarithme indique que la ligne 
irigonométrique correspondante est prise négativement. 

III. — Triangle sphérique obliqvangle 





Sinus. 


Logarithmes. 




Éléments. 


Cosinus. 


Tangente. 


Cotangente. 


A =121.36.19,8. . . 


7,9302747 


1,7193874 


0,2108873 — 


7,7891127- 


B = 42.i5.i3,7, . . 


7,8276379 


7,8693336 


7,9583o43 


0,0416957 


G = 34* i5. 2,8. . . 


7,75o3664 


7,9172860 


7,833o8o4 


0,1669196 


a = 76.35.36,0. . . 


7,9880008 


7,3652279 


0,6227729 


7,3772271 


b = 5o. io.3o,o. . . 


7,8853636 


7,8064817 


0,0788819 


7,9211181 


c = 40. 0. 10,0. . . 


7,8080926 


7,8842363 


7,9238563 


0,0761437 


— := 60 . 48 . 9,9..» 


î, 9409870 


7,6882575 


0,2627295 


7,7472705 


— =21. 7.36,8... 

2 . / î . 


7,5568264 


7,9697812 


7,5870452 


0,4129548 


- = 17. 7.31,4... 


7,4690319 


7,9803046 


7,4887273 


0,5112727 


CL 

— = 38. 17.48,0. . . 


7,7922048 


7,8947658 


î» 8974390 


0, 1026610 


— = 25. 5. i5,o. . . 
2 ' 


7,6273677 


7,9569658 


7,6704019 


0,3296981 


- = 20. 0. o,o. . . 

2 ' 


7,5340806 


7,9729820 


7,5610986 


0,4389014 
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III. — Triangle sphérique obliqu angle (suite). 



Logarithmes. 



Eléments. 



Sinus. 



Cosinus. Tangente. Cotangente. 



A 


-\- 


B 




1 




B 


-4- 


G 




•2 




A 


-h 


G 




2 




rt-h 


b 




2 




b 


H- C 




2 




(i 


1 


c 




2 




B 




A 




2 




G 




B 




2 




G 




A 




2 




h 




a 




2 




c 




h 




2 




c 


— 


a 



o I ar 



2 



= 81.55.46,7... 1,9956775 ï, 1473333 0,8433442 T,i5i6558 

= 38. i5. 8,2... 1,7917784 î,895o3i3 7,8967471 o,io32529 

= 77.55.41,3... 7,9902882 7,3204336 0,6698546 7,3301454 

= 63.23. 3,0... 7,95x3523 7,65i284o o,3ooo683 ^,6999317 

= 45. 5.20,0... 7,85oi577 7,8488102 0,0013475 7,9986525 

= 58.17.53,0... 7,9298240 7,7205731 0,2092509 7,7907491 

= — 39.40.33,1... 7,8o5i225— 7,8863o37 7,9188188— 0,0811812 — 

= — 4» o. 5,5... 2,8437500— 7,9989400 2,8448100— i,i55j9oo — 

= —43.40.38,5... 7,8392245 — 7,8592825 7,9799420 — o,020o58o — 

= — i3.i2.33,o... 7,3588988— 7,9883548 7,3705439— 0,6294561— 

= — 5. 5.10,0... 2,9476927 — 7,9982866 2,9494061 — 1,0505939— 

= —18.17.43,0... 7,4968109— 7,9774727 7,5193382— 0,4806618— 
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1. Résoudre un triangle sphérique connaissant les 
éléments suivants : 

a = ii°25'56',3, B = i84*»6'55',6, G = ii°i8'4o*,3. 

Formules à employer : 

B— G . B-G 

, cos , sin 

o-Hc a a b — c 'x a 

tang __ = —g--^ tang - , tang -^ = — ^^ tang - , 

COS sin 

2 2 

COS 



A 5t Bh-G 

tang — = î cot 

•2 b -\- c 2 

COS 



On trouve 



^^- = I77«I9'I3^49, ^^=5045' 24', 12, 

^+7° 40' 59', 37. 
Résultats : 
b = 183^4'37%61, c = 171^33' 49%37, A = 15'*21'58%74. 

2. Dans un triangle sphérique, ayant a, b, c pour 
côtés j et A, B, C pour angles, on donne 

a = 67°6'52,7, 6 — c = 45°o'22% 7, B -+- G = 243°58'24% 5, 
et l^on demande fe, c, A, B, C 

(Paris, juillet 1888.) 

Formules à employer : 

tang - (6 — c) 

sin-(B — G) = sini(B-+-G) , 

2 2 a 

tang - 

cosi(B — G) 

tang-(6-hc)= ^^ tang- 

cosi(B-i-G) 
2 
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et 

cos-(6 — c) 

tang — = cot - ( B -4- G ) • 

cos-(6 •+■ c) 
1 

■D Q 

On trouve d'abord, pour — — > 

^i'' 5g' 1-2% 125, 
ce qui donne 

B = i53*j8''24*,475 et G = 90*^0' o%o25. 

Le triangle pourrait être considéré comme rectangle, 
avec une erreur inférieure à o'',o3 sur l'angle G. 
Les formules précédentes donnent 

^-^^ = i33»i6'3i%28 et ~ = 4o**5' i4',997. 
2 2 

Résultats : 

A = 80°10'2r,994, B = 153^58' 24', 475, G = 90«0'(r,025, 
b = 155° 46' 42", 63, c = 110U6'ir,93. 

3. Démontrer les équations différentielles de la Tri- 
gonométrie sphérique, c^est-à-dire 

da = cos Cdb -^ cos B de -\- sin b sin G dA , 

cota da -t- cotB dB = cotb db -+■ cot A c?A,' 

sin a dB = sin Cdb — cos a sin B de — sin b cos G c?A, 

dA = — coscû^B — cos6 dC •+- sinb sin G da. 

(Paris, novembre 1888.) 

La démonstration demandée se trouve dans tous les 
Traités d'Astronomie. 

4. Déterminer l'azimut du centre du Soleil à 3^ lo*" 
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de V après-midi {temps moyen) avec les données sui- 
vantes : 

Latitude du lieu 45° 1 1' la' 

Déclinaison australe du Soleil 17** 8' 53* 

Équation du temps i8™48* 

(Grenoble, juillet 18^0.) 

De la formule ti,= tfn — E, on conclut 

^^ = 2»' 56™ 12», 

c'est-à-dire 

T = 44^3". 

On aura ensuite a au moyen des formules ( * ) 

1 tansTTCosM 

tan g M = =s > tanga = -;— ^ ^rj-, 

° tango cosT ° sm(cp— M) 

_ COSrt 

^"^ ~" tang(cp — mV 
Résultats : 

M = — a3° i4'3%3, a = 43^42' 32", 4. 

5. Quels ont été, le \% juillet 1880, à Poitiers, Va 
zimut et la distance zénithale d'Arcturus, l'heure si- 
dérale étant 18^? 

Latitude Poitiers 46*» 34' 55" 

Ascension droite Arcturus 14'' 10™ i3*, 97 

Déclinaison boréale i9**48'2i'', 7 

Résultats : 
M = 33<>4/ V»4, « = 80^20' 48",1, z = 53*>33'0",2. 



(* ) Ces formules et celles que l'on trouvera dans la suite sont tirées de 
l'excellent Ouvrage de M. Gruey : Leçons d'Astronomie. 
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6. Dans un lieu dont la latitude est 38** 58' 53", on a 
observé un astre au théodolite en un certain instant, et 
Von a trouvé 

Distance zénithale z— 69^42' So" 

Azimut a = Soo^io'So" 

On demande les valeurs correspondantes de la distance 

polaire p et de l'angle horaire P. 

(Paris, juillet i883.) 

Formules à employer : 

-- cots ^, tansracosM tang(M — o). 

tangM= , tangP=-^-^ ^r— , tang© = -'' — ^5—^ 

^ cosa ^ sin(cp — M; ^^ cosP 

Résultats : 

M = - 36°2o'i8% P = 304°55'26%47, p = 98°31'46%57. 

7. £n un lieu de la Terre dont la latitude est 
38° 58' 53" et dont la longitude Est est, par rapport au 
méridien de Paris, 48°5i'i5", on a observé une étoile 
^a/ a 8°3i'46'', 56 de déclinaison et 79*^30' d^ ascension 
droite absolue. Sachant qu'au moment de V observation 
la pendule sidérale, réglée sur le méridien de Paris, 
marque 22^22^16% 76, on demande la distance zéni- 
thale \ et V azimut A' de V étoile au même moment, 

(Paris, juillet 1882.) 

L'heure sidérale t du lieu = Theure H de Paris au même 
moment -f- la longitude L du lieu par rapport à Paris : 

< = L -h H = 384° 25' 26*, 40 en degrés; 

d'où 

•u = f — el, = 3o4^55'26", 4. 

Il ne reste plus alors qu'à appliquer les formules données 
précédemment. 
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Résultats : 
M = i4Mo'49", A'= 286''32'37^1, ? = 57^45'50',8. 

8. En un lieu dont la latitude est 

o = 48Mi'3r, 

on a observé y à un certain instant ^ U azimut a et la dis- 
tance zénithale z dUine étoile 

a = 29'*i5'4o', z = 6f°48'3o\ 

Calculer l'heure sidérale de cet instant. On connaît 
V ascension droite 

et la réfraction calculée est i",8. 
On a 

h = 90''— U H- l',8) = 28° ll'îi8",2, 

et les formules à appliquer sont 

• __ tang/i tanffacosM 

tanffM = -—) tangT = .-4 tts > ^ = x -h JL. 

° cosa ^ sin(cp — M) 

Résultats : 
M = i48«26'i",5, T = 25°5o'37',97, t = 7''6»36%53. 

9. La Terre étant un ellipsoïde de révolution aplati 
dont le demi grand axe est « = 6377398^,04, et le 
demi petit axe, è = 6356079™, 84, trouver la latitude 
géocentrique et la distance au centre de la Terre du 
point dont la latitude géographique est 48°5o'i3''. 

(Paris, novembre 1886.) 
Formules à appliquer : 

a* 



tang«po= ^T^tangcp, 



/ b^ 

p = a^ i — e'^ sin2 cp = a cos cp 1 / n ^ tang* cp. 
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Calcul de cp. 



2 Iog6=:j^, 6063786 
— •2loga = 14,3907130 
logtang(p=.- o,o5834i7 

logtang<po= 0,0554333 
<ï>o=48^38'48",2 



Calcul de p. 

2log6=jJ,6o63786 

— 2loga = 14,3907130 

2logtangcp= 0,1166834 

62 



l«g^tangcp= o,ii3775o -^ tang^p = , ,^,994932 

Iogv/"=: 0,1808160 log^-f-^'tang2(p^ = o,36i6320 

loga= 6,8046435 
logcosçp=.- T,8[836o6 

logp= 6,8o382oi 
p = 6365317,63 

Résultats : 

?o - 48°38'48 , 2, p .= 6365317'", 63. 

10. Calculer l'heure d'après la hauteur du Soleil. 
Données : latitude du lieu, 48°5o'ii" boréale; décli- 
naison du Soleil, i5<*i2'25'' boréale; hauteur observée 
corrigée de la réfraction, 3o<'28'5o^ 

Dans le triangle (zénith, pôle, Soleil), on connaît les 
trois côtés 

a = 9oo-(p =4io 9' 49', 

6 = 9o°~(D = 74''47'35", 
c = 90"— h = 59°3i'io", 

et l'on demande l'angle C. 



q66 troisième partib. 

Formule à employer : 

I ^ / sin(/? -a)sin(/?-~"6J 

tang- G = 4/ -. :r-. ^^ • 

^2 y sinpsin{p — c) 

Résultat : 

Heure cherchée : 

4'' 3" 14% 42 du soir 

ou 

i^*^— 4»'3'°i4%4a = 7"56™45',58 du matin. 

H. La déclinaison du Soleil étant supposée égale à 
i8*'27'i6", calculer la distance zénithale de cet astre à 
6^ de temps vrai à Paris, On prendra pour latitude de 
Paris la valeur de 48°59'i3". 

Le triangle (zénith, pôle, Soleil) est droit en P; l'hypo- 
ténuse, qui représente la distance zénithale cherchée, sera 
donnée par la formule 

C0S5 = sincp sinOb). 

Résultat : 

5=7Ô°10'5r,5. 

12. La déclinaison du Soleil étant supposée boréale 
et égale à i6°32'48'', et la latitude du lieu égale à 
52^26' 1 7", calculer, à o", i , la hauteur du Soleil au-des- 
sus de V horizon à 4*" 28"! 5^ du temps vrai. 

Formules à employer : 

cot8 tanexcosM . cosa 



-- cotô tanffxcosM , 

tang M = ? tang a = -7—^ ^rp-> tangA = 



cosT ^ sin(o — M) tang(ç — M) 

Résultats : 

M = 37*>i9'9",4, /r = 26^ 58' 7", 04. 
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13. En un lieu dont la latitude est 

X = 48°5o', 
la distance zénithale observée est 

la réfraction calculée i'',8; les coordonnées équato- 
riales de V étoile observée 

cil, = 4"a8"48%38. 
8(dist.pol.) = 73*^44' 3o^ 

On demande V heure sidérale. 
Formules à employer : 



tang- =1/ -. r—r ^ -y # = Jl, -i-x. 

^1 \ sm/?sin(/? — z) 

Résultat : 

^ = 8"50'"57^96. 



14. Quelle est V heure sidérale à laquelle a de la Lyre 
atteint la hauteur 34°24'io'' au-dessus de V horizon de 
Besançon ? 

Les coordonnées équatoriales de a de la Lyre sont 

X = i8''33"i», 
(D(décl.) = 38°4o'3(/. 

Latitude de Besançon : 

47*»i3'46\ 

Mêmes formules qu'au numéro précédent. 

Résultat : 

^ = 23»' 46™ 45% 5. 
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15. Quelle est Vheure solaire vraie dans un lieu 
dont la latitude est de 45**02'34", 26, quand la hauteur 
du Soleily corrigée de la réfraction, est de 29°48'3y, 1 8, 
sa déclinaison boréale étant de 10^28' Sa", 58. 

Résultat : 

^ = 4" 11'" 37% 9. 

16. En un lieu dont la latitude est égale à 48° 5o'49'', 
on trouve à un moment donné, pour hauteur d^ une 
étoile y 1 3° 57' 52'', et, pour déclinaison, 8" 25' 45'', 2. On 
demande C angle horaire de V étoile au moment de V ob- 
servation, 

(Lyon, novembre 1880.) 

Dans le triangle (zénith, pôle, astre), on connaît les 
trois côtés-, la formule de résolution est 



tang^ 



Résultat : 



sinp sin Ip \- hj 



T=:78°23'43',35. 




17. Le 12 mars 1880, on a observé ol d^Orion, ver^s 
rouest, à i4°23'i5'', 23 au-dessus de l'horizon. On de- 
mande de calculer Vheure sidérale de V observatoire et 
Vazimut de Vétoile à Vinstant de l'observation. Les 
coordonnées de a d'Orion sont : 

• 

La latitude du point d'observation est 44" 5o' 19''. 

(Bordeaux, novembre 1880.) 
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La connaissance des trois côtés du triangle PZa (^fig* aS) 



Fig 


. 25. 










x- 


/ \ 


> 


K 


^ 


L^ 


ta^ 


{/ 


^ 


'■^^^ 


y 




/ 



H 



permet de calculer t et a ; d'où l'on déduira t par la for- 
mule 

Les formules à employer pour la résolution du triangle 
sont : 



taniç - = 
1 



^ sm(;,-ÎH-<p)sin(;,-^+(D 



sinp sin Ip — - -H A j 



tang^ = i / — 
y sin 



SI 



n/? sin ( 



•2 



) 



; + ?)»"(;■-;+*) 



Résultats : 



T = 77° i'3f = 5"8™6%26, t = 10"56™48",47, a = 86°6'r,2 



18. Le i^"^ janvier i85i, V ascension droite de cl du 
Cocher {la Chèvre) était de 5** 5™ 4 2% o3 et la déclinaison 
de 45°5o'22",4- On demande de trouver sa longitude et 
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sa latitude, en adoptant pour l'obliquité de Vécliptique 

23°27'25',47. 

(Paris, juillet 1881.) 

Formules à employer : 

-, tan g CD 

langX(long.)= ^i > langP = sinA tang(N — to). 

Calcul de N. 

logtangCJb) = 0,01-27293 
— log sin^l) = o,oi23o5a 

log tangN = o,025o345 

N = 46°39' i',68 

N — w = 23° II' 36% 21 

Calcul de X. Calcul de p. 

log tangJU = 0,6171524 log sinX — T,993o5i4 

logcos(N — w) = 1,9634009 log tang(N — w) = T,63i9i43 

— logcosN = 0,1633928 log tangP = 1,6249657 

log tangX = 0,7439461 p = 22**5r48"» i 
X = 79° 46' 40', 94 

Résultats : 

X (long.) = Va^'^e^O', W, P = 22°5i'48M. 

19. On donne, à un certain instant^ V ascension droite 

6^33'29'', 3 et la déclinaison i6°22'35",45 d^un astre. 

On sait que V obliquité de Vécliptique iù= 2i°2y'ii'\y^. 

On demande la latitude et la longitude astronomiques 

correspondan tes . 

(Paris, novembre 18827) 
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Résultats : 

N = 68°45'4i',88, 

X(Iong.) = i2°3^'59',57, p(lat.) = i2°25'0^62. 

20. L'obliquité de l'écliptique étant supposée de 
23** 27' i&'^^^on donne V ascension droite d^un astre égale 
à i^ i7"35% 28 et sa déclinaison égale à — 46"49'i3'',7; 
calculer la longitude et la latitude à o", i près. 

Résultats : 

X (long.) = 228° ^r ^7', 52, P (lat.) = - 3i°0'7',32. 

21. On donne la longitude X et la latitude p d^un 
astre 

X (long.) = 9°3'2' 47" 94, P (lat.) = — a*'5i'28',i2; 

calculer V ascension droite et la déclinaison. On sait 
d^ ailleurs que V obliquité de Vécliptique 

(0 = 9.3° 27' 32", 9. 

(Paris, novembre i883.) 

Formules à employer : 

tangM = -5?^j 
° sinX 

^ tangXcos(M-f- (o) ^ • « /,# n 

tangJlo= jrr -j tangu) == sinJlo tang(M H- w). 

Calcul de M. 

log tang( — P) = 2,6982712 
— log sinX = 0,7802829 

log tang(7r — M) = T, 4786541 

u-M= i6°45' 4% 8 
M = i63*»i4'52',2 
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Calcul de X. 


Calcul de (D. 


loglangX — ï, '2557726 


logsinJla T,235iio4 


log — cos(M -h w) = 1,9970145 


log tang(M -\-{ù) — 1,0704484 


— log — cosM — o,oi883iq 


logtangûfc) = iI,3o55588 


logtangJt — 1,2416190 


(0= i'9'27',97 


..1,-9° 53' 40", 2 




Résullats : 





Ao = 9°53'40", 2 = 0'39'"34', 68, (D = i°9'27%97. 

22. Calculer les coordonnées équatoriales d^une étoile 
dont les coordonnées écliptiques sont 

X(long.)^ i46°i6'6',2i, P(lat.) = o^43'42^67, 

l^ obliquité de Vécliptlque étant 28**27^.4''^ ^^4- 

Ilésultats : 

M = ri8'42%37, 

.1, = 148«45'55 ,2 = 9*'55™3%68, Cô = i3°27'i9^43. 



23. Connaissant pour un astre, à une certaine époque, 
les coordonnées écliptiques 

X(long.) = 9"33'38%386, p(lat.) = 2«'5i'4",45, 

on propose de trouver les coordonnées équatoriales cor- 
respondantes. On supposera ^obliquité de Vécliptiqae 

w = 23" 27' 3-2% 935. 

Résultats : 

M = i6°4i'3i%i2, 

X = 7«39'17^4 = 0"30'»37%16, (D = 6°24'41',6. 

24. Étant données la longitude \ et la latitude [3 
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d^un astre, ainsi que l^ inclinaison e de Vécliptique, cal- 
culer V ascension droite et la déclinaison de cet astre, 

X = 235°48'25',6, p = — 6°29'48", 5, s = •23*»27'i5", 5. 

Résultais : 

X = 51o46'26",3 = 3^'27'"5%75, d^ = 25''31'30'. 

25. La longitude du Soleil étant 3 2 2"* 4 4' 28'', 3 et l'o- 
bliquité de Vécliptique ii^ 27' 23'', 7, calculer V ascension 
droite et la déclinaison du Soleil. On exprimera, sui- 
vant V usage, V ascension droite en temps, 

La latitude du Soleil étant nulle, ^ et, par conséquent, M 
sont nuls, et les formules à employer se réduisent à 

tangX = tangX costo, tangCD = sin X tangw. 
Résultats : 
X = 325*^ 5' 33", 5 = 21H0'"22%2, (D =- 13°56'4r,5. 

26. Déterminer la direction de la méridienne et la 
latitude d'un lieu^ sachant que l'observation au théo- 
dolite, à U instant oà la pendule sidérale du lieu mar- 
quait 9'^5™2i% sur une étoile ayant 46^20^1 5'' d'ascen- 
sion droite et Si*' 7^1 3'', 8 de distance polaire, a donné 
57®24'36'', 5 comme hauteur et 1 18°23'57'', 2 comme lec- 
ture sur le cercle azimutal, 

(Paris, novembre 1887.) 

De la formule ^ = x -h «X, on lire 

T = 9"5™2i*— 3"5'"2i*= 6"; 

le triangle PZ a {/ig. 25) est donc droit en P; a = 1 80** — PZ a 
est l'angle dont il faut faire tourner le cercle azimutal pour 

amener la lunette dans le méridien et ff = ^ — PZ. Il s'agit 
de calculer PZa et PZ. 

ViLLiÉ. — Comp. II. t8 
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Les formules 

. „™ sinS -.„ sinA 

sinPZa= r> cosPZ= î^> 

cos^ cosô 

relatives au premier cas de résolution des triangles rec- 
tangles, pourraient fournir les inconnues; mais il vaut 
mieux recourir aux formules suivantes qu'on déduit des 
premières en Trigonométrie sphérique : 



. / S-j-^ir — A Tir — h 

= Y tanj 



langPZ = [/ tang ^ tang 

c'est-à-dire 



. / i'Jr — A -4- 8 vie — h — 8 
cotcp = y tang ? ~ tang ^ 



et 

/ _. PZa 



^ \ '2 

c'est-à-dire 



/ i7c_A-4-8 

V '^-^'—^ — 

/ ^ir — A -h 8 
y tang 2 



/Stt a\ 
tang/-^ 1 = 



Résultats : 

a = i06''21'0",2, © = 7r47'53',7. 

On obtiendra la direction sud de la méridienne en re- 
tranchant io6^2i'o'', 2 de la lecture faite 1 18"23'57", 2, 

ce qui donne 

i2'^2'57". 

27. Le i®*^ avril 1880, en un lieu qui a io5°3o'i5'' de 
longitude Est et 48® 5o' de latitude, on a observé : 

1° V heure que marquait une pendule sidérale réglée 
sur Paris, et qui a donné S^ao^Sp''; 



ASTRONOMIE. 2'jb 

2® La différence d^ azimut entre une étoile ayant 
2'j2^4^'^y" pour ascension droite et 86°3&ii",^o pour 
distance polaire 8, et un certain signal terrestre situé 
à Vest de l'étoile, ce qui a donné 26® ao'iS'', 2. 

On demande V azimut du signal. 

(Paris, juillet i883.) 

De la relation 

H I' r= J\o 4- T, 

dans laquelle 
H^= 5'>2o'»59*-4-io5°3o'i5'= 8o°i4'45'-i-io5°3o'i5"= r85°45', 

on tire 

— T = a72'»43'47"— 185°45'= 86°58'47". 

Formules à employer : 

-. I tanffTcosM 

tan2^M = ç. y tanga = -^—j- rj-. 

° tango cosT ° sin(cp — M) 

On trouve 

M = 48°24'8\87, 27r — a = 89°57'56",63. 

Azimut du signal : 

•27U-- 89°5/56',63 — 25°2o'i8%2 = 2U''^1'45',17. 

28. Calculer rf^ 2" en 2", et pour des angles horaires 
variant de 4^ à 4^10", la hauteur au-dessus de l'ho- 
rizon d'une étoile dont la déclinaison est de i ® 2 l'i 4^,32. 

La latitude est de 44°5o'i9"' 

(Bordeaux, juillet î88o.) 

En posant 

sinîp = mcosM ) 

[: doù tangM = cotcpcosT, 
coscp cosT = m sinM ) 

la formule 

sin^ = sincp sinOE) H- coscp cosCDcost 
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devient 

/x • z. • //rN AM\ sincpsin((D H- M) 

^ ^ cosM 

On a aussi 

(2) coshdh= — coscp cos(Jb) sinTû?T; 



d'où 



„ cosçp cosCDsmT , 

an = -, aT. 

cosh 



Calcul de M. 



logcotcp = 0,0074466 
log cosTo = 1,6989700 

log tangM = T, 7014166 

M=26Mi'39%77 
(jfc)-f-M= 28^ 2'54'So9 

log costp = ï, 8607048 
log cosOb) = 1,9998786 

log <3?T = 3 ,2552725 

log coscp cosCD^/x = ?, io5856o 

Calcul de Aq- 

log sincp = 1,8482582 

log sin((D H- M) = 1,6722979 

— logcosM =0,0489466 

log sin ^0 = T , 5695027 
^0=21° 47' 2", 73 

Calcul de Aj. 

log coscp cosCD dz = 3,io5856o 

log siïiTo = 7,9875306 

— log cos^o = 0,0321766 

Iog( — G? Ao )== 3,0755682 

^^0- — (1190", 044) = — 0° 19' 50", 044 
A, = AoH- dho=-- 21" 27' 12% 686 
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Calcul de h%, 

log coso cosOt) û^T = 3 , io5856o 
logsinT, = 1,9896968 

— log cosAi = o,o3ii835 

Iog(—û?^,) = 3,0767863 

ûfAi = — 1 193", 4 = — o» 19' 53", 4 

^2 = Al -f- dh^ = 2i'»7'i9% 286 

Calcul de h^. 

log coscp cos(Jb) c?T = 3, io5856o 
logsinT2 = 7,9418193 

— log C0SA2 = o,o3o2o44 
log(—û?A2) = 3,0778797 

<i/i2 = — ii96%4i = — o°i9'56%4i 
h^=hi^ dK = 20° ^7' 22% 876 

Calcul de h^, 

log coscp cos(D û?T = 3, io5856o 
log sinT3 = 7,9438985 

— log cos hz = o ,0292897 

lo^i—dhi) = 8,0789942 

dh^ = -i 199', 48 = - 0° 19' 59% 48 

h!,= hs-h dhz = 20°27' 23 ', 396 

Calcul de h^. 

log coscp cosCD c?T = 8 , ïo5856o 
log sinT4 = 7,9459349 

— log cos hi, = 0,0282898 

log( — dhi,) = 3,0800802 

6/^4 = — 1202", 48 r^ — 0«20'2',48 

^5= A4 + ^^4 = 20'7'20',916 
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Résultats : 

m o I " 

4. O ho= 21.47. 2,73 

4. 2 Al = 21. 27. 12,686 

_ 4. 4 Al =21. 7.19,286 

^""" 4. 6 A3=:î0.47.22,876 

4> o. A4 = 20 . 27 . 23 , 396 

4.10 ^6= 20. 7 20,916 

29. Deux observations y faites à deux époques diffé- 
rentes d'un même mois, ont donné, pour la déclinaison 
du Soleil: 

1° (©= 6°26'4o^ 

2° (D'=:l3°I2'20'. 

La différence des ascensions droites est 

X'— X = i7'»39'9'',6. 

En déduire l'obliquité de l'éclip tique, 

(Lille, juillet i883. 
Les formules 

tangCÔ = sinJU tangw, tang(3t)'= sin X' tangw, 
divisées membre à membre, donnent 

I 

sineAo' _ tangCD' _ sinCD' cos(D^ 
sinX ~~ tangCib) ~ sincO cosOb)'* 



d'où, par une transformation connue, 

(X -\r X \ 
,,, "-) _ sin((D'^(B) 



tang 



X'— X\ sin((jt)'— (Jt))* 



2 



■) 



Cette formule donnera X'-|-oA. et, par conséquent, X'; 
on obtiendra ensuite a> par la formule 

/ \ . tang(ô' 
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Calculs auxiliaires. 

— "^= 8» 49' 34", 8 
(D'h- (0 = 19039' 

(£)'_(©= 6" 45' 40" 

Calcul de A>', Calcul de o). 

log sin((lt)'+ (D) = 1,5266927 log tang(î)'= 1,8704209 

— log sin((jb)' — (D) = 0,9291129 — logsin Jlo'= 0,2668845 

, /rX}' — cilo\ _ log tango) = T,6373o54 

logtang ) = 1,1911122 ^ ^ 00 / » 

\ ^ / 0) = 23"27'7' 

logtang^^— ^= — j =7,6469178 

^■^-if = 23°55' 6', 5 
2 

all,'=32»44'4I^3 

Résultat : 

oi = 23*»27'7'\ 

30. Le 2 /wai i883, /a déclinaison du Soleil, à midi 
vrai y à Paris, est trouvée égale à 1 5° 2 1 ' 1 7", 3. Le 3 1 du 
même mois, la déclinaison est 2i°54'3o", 6. L'accroisse- 
ment de V ascension droite dans Vintervalle est 

ï»» 54™ 49% 85. 

En déduire l'obliquité de Vécliptique. 

(Montpellier, juillet i883.) 

Résultat : 

a> = 23°2r8%39. 

31 . On donne les coordonnées équatoriales de deux 
étoiles E e^ E', à savoir : 

( Ascension droite c/l) = iq'*53™i7' 

PourE. l ^ ^ 

Déclinaison (ô = — (i3*»24'37'') 

. , Ascension droite X'=5*'28"i6' 

Pour E'. ? . 

Déclinaison (E)' = i i"59'4i'' 
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On demande : 
. 1° U ascension droite du nœud N du grand cercle 
passant par E et par E' et qui est le plus voisin du cercle 
horaire de E \ 

2° L^ obliquité correspondante du même grand cercle 

en supposant celui-ci parcouru dans le sens direct de E 

vers E'. 

(École Normale, juillet 1888.) 

Le point y se trouve dans le plus petit angle dièdre 
formé par les cercles horaires des deux étoiles. Le cercle 
horaire de E se trouve à l'occident de celui de E', et, 
comme (D est négatif, tandis que (D' est positif, c'est aussi 
le nœud situé dans le plus petit angle dièdre dont on de- 
mande la position. 

Les deux triangles rectangles formés par Téquateur, le 
grand cercle EE' et les cercles horaires donnent 

tang(3b)'= tangisin(eAfl' — N), tang — (© = tangisin(N — cA<>). 

En combinant ces deux équations, on trouve facilement 

(X'-h X ^\ a: - X sin((D'— (D) 



A 


'1 


il 1 — t'CHii; 

/ 2 


sin(CO'-h(Ê)) 






tangCD' 


— • 






Calculs auxiliaires. 


'1 


.X^ 


= i2»'4o™46»,5 = 


i90''ii'37',5 


x> — 

2 


eiio 


= — 7'*i2™3o%5 =- 


-108° 7'37',5 


(Jb)'4- 


■CD 


= — i°a4'56'' 




00' 


■(D 


- 25*' 24' 18" 




oilo 


-N 


- 2»'59°»i4%46- 


44-48' 36', 9 
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Calcul de N. 



, aHw — eiio -/»rk 

log tang — ^^ = 0,4849563 



log sin(cO'—(D) = T, 6324714 
— log — sin((D'-i- (D) = 1 ,6072399 

^?:Î^'-n) = ., 7246676 



log — tang / 



TU 1- N -- 88° 55' 12", 17 

2 

N = 99'* 6'49',67 = 6'^36™27%3i 

Calcul de i. 

log tang(Jt)'= 1 ^Z'i'ji'^'j'] 
— log — sin(o.l,'— N) = 0,5328980 

log tangf = 1,8601757 

l=35°55'54^9 
Résultats : 

N = 6"36'"27S 31, i = 35°g5'5r ,9. 

32. On a mesuré, en un lieu de la Terre, les hauteurs 
d^ une étoile et du centre de la Lune au-dessus de l'ho- 
rizon , ainsi que leur différence d'^ azimut, et Von de- 
mande sous quel angle leur distance serait vue du 
centre de la Terre, en tenant compte de la réfraction. 



O f II 



/»» 



Hauteur de l'étoile 27.35.0 

Hauteur du centre de la Lune 35. 20.0 

Différence des azimuts i3.i5.o 

Parallaxe horizontale de la Lune 57.2 

Réfraction : 

= 6o',6tang^, 

étant la distance zénithale de V astre, 

(Grenoble, novembre 1880.) 
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Hauteur vraie de V étoile. — On a 

* 

Calcul de 0. 

log6o,6 = 1,7824726 

log tang62°25' =^ 0,2819827 

logô = 2,0644^53 

0=Il5^999 = I'55^999 

La hauteur vraie est donc 

27°35'- i'55%999 = ^7°33'4%ooi. 
Hauteur vraie de la Lune. — On a 

;5 = 90°— 35^20'= 54° 40'. 

Calcul de Oi- 

log6o,6= 1,7824716 
log tang54°4o' = o, 1494069 

logôi = 1,9318785 

6, = 85%482 = i'25%482 

Calcul de p. 

/? = P sin^, logP = log3422 = 3 ,5342800 

log sinz = T,9ii5844 

logp= 3,4458644 

/? = 279I^67 = 46'3l^67 

La hauteur vraie de la Lune est donc 

o f • 

35.20. 0,00 
-\- 46.31,67 
— 1.25,482 

36. 5. 6,188 



ASTRONOMIE. 



283 



Dans le triangle 2Rh[Jig, 26), on connaît l'angle en Z, 
différence des azimuts, et les côtés ZE, LZ. Il faut calculer 




le côté EL qui mesure l'angle O sous lequel la distance EL 
serait vue du centre de la Terre. 
Appliquons la formule 

cosa = cos6 cosc -f- sinô sine cosA, 

qui donne, en posant 

tangcp = tangè cosA, 

, cosTc — «c) 
a= cos6 ^ '—- 



COS( 



cosco 



Calcul de cp 

logtangè = logcot27°33'4'' 

logcos i3°i5' 

log tangc? 

CD 
i 

c = 90°— 36°5'6", 188 



0,2825780 
1,9882821 



0,2708601 
:6r48'36%2 
53^54'53",8i2 

(c — cp)= 7°53'42%388 



Calcul de a, 

log sin 27°33'4'' = 7,665x490 

log cos7*»53'42%388 = 1,9958638 

— log coscp = 0,3256937 

log cosa = 1,9867065 

a- i4°6'i4',75 
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Résultat : 
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a =14^6' 14', 75. 



33. La longitude de Moscou étant 35" i7'3o'' et sa co- 
latitude 34° i4'47"î trouver Vazimut de Moscou sur V ho- 
rizon de Paris j azimut compté du nord, et sa distance 
sphérique à Paris, On sait que la colatitude de Paris 
e5/4i"9'8^ 

Les formules ordinaires 



tan g M = 



coto 



tanffTCosM , 

, tanga = -r—~^- rj- > tangn = 



cosa 



cosT " sin(cp — M)' -""&'" tang(© — M) 

deviennent, dans le cas actuel {fig. 27), en remarquant 

que a^ = a^ -{- ti, 

cot34°i4'47'' 



tangM = 



tangaji 



tang35°i7'3o''cosM 



cosSô^iy'So" —b'^-^-- cos(4i°9'8"-f-M) 

cot(4i°9'8''-f-M) 



tangrf = 



cos(a>- H- 7c) 



On trouve 
M = 6o°56'25%35, as = 58»38'39%9i, d = 2a°22'43',5. 

Pour avoir en mètres la longueur de rf, on remarquera 




qu'un grand cercle de la Terre mesure 4o ooo''" ; l'Me ce 
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cercle mesurera donc .r^^ — ^^ ;7-= 0-7 ^l rf"=8o563", 5 

36o X 60 X Go 824 

mesureront 8o563^ 5 x ^— = 2486''™, 527. 

^ 824 ' ' 

Résultats : 

as = 58°38'39",9i, d = 2486'^'",527. 

34. Une étoile dont la déclinaison est + 1 5° passe au 

méridien d'un lieu à 2** {temps sidéral), La latitude du 

lieu est 35°. A quelle heure sidérale V étoile se cou- 

chera-t-elle? 

(Toulouse, novembre 1880.) 

Dans le triangle PZS {fig> 28), on connaît 



ZP = - — 85^ 
9. 



PS= - -ID*» 
2 



et ZS ^ 90°. 



Le triangle est donc équilatère. Dans le triangle supplé- 




mentaire correspondant, que nous désignons par pzs^ on 
connaît 

p = 90°, s = Tz -' -I- 35°= lîS" et <s = TT— --+- i5°= io5". 
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La formule à employer est 



zs ^ / — cos 23o^ , /cos 5o° 
tang — = -t- i / -„— = 4- 4 / 

2 V C0S20° y cos 20** 



On trouve 



- = 39035'3r,93, 



d'où 

Z5 = 79°ii'9%86. 

On a donc, pour l'angle horaire, 

ZPS = 71 — ^5 = 100° 48' 50^14 =6»'43™i5»,34. 

L'étoile se couchera donc à 

2" -h 6"43'"i5%34 = 8'' 43™ 15% 34 (temps sidéral). 

35. Une étoile se lève à i3**ii"a7%3 et se couche à 
4*'5"8*,9 en un lieu dont la latitude est 42"i3'56''. On 
demande de calculer : V V ascension droite et la décli- 
naison de V étoile; 2"* la hauteur de V étoile à 17^3™ 7*, 8. 

(Paris, juillet 1886.) 

I® Recherche de X et de 6d, — Le temps que l'étoile 
reste au-dessus de l'horizon est donné par la différence 

28"5™8*,9 — i3"ii"27%3, 

en sorte que l'angle horaire de l'étoile à son lever est 

28"5™8%9 — i3''ii™!>.7",3 

—■■^ ■ - — ■ ■ • 

2 
En appliquant la formule 

à l'heure du lever, on a donc 
^^ ^ .3-M-..7-.3-^ 0.8-5- 8'. o ^ 4.'-.6-36',. ^ 20''38"18M. 
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Dans le triangle ZPA {^fig^ 29), on a 

ZA = 90°, ZP = 90 — X, 
ZPA= -^ ^^ = 7S6™5o%8 = iii°42'42"; 



il s'agit de calculer PA = 90" — (D. Le triangle supplémen 




taire de ZPA est rectangle, et l'on en connaît l'hypoté 
mise et un angle 

a = i8o°— ZPA, B = i8o°— (90'^— X) = 90*4- X ; 

il faut calculer 

C = 180"— PA = 90"+ CD. 

La formule 

cosa = cotB cotC 

donne 



c'est-à-dire 



^N — cosZPA 

C0t(9O°-l-(D)= —77 — r — ^> 

^^ ^ cot(9o°H-X) 

— cosZPA 
'""^^ = tangX ' 

log(— cosZPA) = T, 5681265 
— log tangX = 0,0420243 

log tang(D = T,6ioi5o8 
(D = 22°i0'ir 
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2® Recherche de h, — Soit B la position de l'étoile à 
17** 3" 7% 8. Dans le triangle ZPB, on connaît deux côtés 
et Tangle compris : 

ZP =90°— X, PB = 9o'»— (D; 

ZPB = 7i'26'" 5o% 8 — ( 1 7"3™7», 8 — i3'' i [™27», 3 
= 3"35™io%3 = 53*»47'34',6; 

il s'agit de calculer ZB = go^ — h. Or la formule 

cosa = cos6 cosc -4- sin6 sine cosA, 

appliquée au cas actuel, donne 

sin/t = sinCÎ) sinX -h cosCÔ cosX cosZPB 

ou, en posant 

tangcp = cosZPB cotX, 

. , sinX sin((jfc) + 9) 
cos«p 

Calcul de cp. Calcul de h, 

log cosZPB = 1,7713709 logsinX = 7,8274578 

log cotX = o,o!Î20243 log sin((î) -h o) = T, 9145530 

log tangcp — T, 8133952 — log coscp = 0,0766694 

cp = 33° 3'I0^5 log sin A = T, 8186802 

(ô-f-o = 55° 1 3' 29", 5 h = 41"il'59',7 

Résultats : 

X = 20'38™i8',l, cô = 22''i0'ir, h = 4i''li'59',7. 

36. On a troussé, pour les distances zénithales de 
deux étoiles^ les deux valeurs 

z — 73° 19' 26", 5, 
z'^ 40° 53' 56", 3, 
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leur déclinaison étant 

(D = 69'»55'36',4, 

(D'=8i°34', 

et la différence X — X' de leurs ascensions droites étant 
78«49'38%3 : 

1® On demande d'indiquer les opérations à effectuer 
pour trouver V angle du vertical d^une de ces étoiles et 
de son plan horaire; i^ en supposant que cet angle ait 
été trouvé égal à 43° 29' 8'', 3, calculer la latitude du 
lieu et Vangle horaire correspondant à V observation 
des deux astres, faite simultanément par deux obser- 
vateurs. 

(Montpellier, novembre 1880.) 

1° Soient a et a' les deux étoiles {fig» 25, compléter la 
figure en traçant le cercle horaire et le vertical de a'), et 
supposons que l'on veuille calculer l'angle Pa'Z. Dans le 
triangle Paa', on connaît l'angle P et les deux côtés Pa et 
Pa'; on pourra donc calculer l'angle Pa'a et le côté aa'. 

Dans le triangle Zaa', on connaît maintenant les trois 
côtés; on pourra donc calculer l'angle Za'a. 

L'angle cherché Pa'Z du vertical de l'étoile et de son 
plan horaire est la différence des deux angles qui viennent 
d'être calculés. 

2° Supposons cet angle Pa'Z égal à 43° 29' 8", 3. 

Dans le triangle Pa'Z, on connaît deux côtés et l'angle 
compris 



<c 



Pa'= f^ — Ofe)', Z%'=z\ Pa'Z = 43''29'8%3. 



II s'agit de calculer l'angle ZPa'= x' et le côté 



PZ=^-<p. 



ViLLiÉ. — Comp, II. 
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Nous allons résoudre le triangle au moyen des analogies 
de Néper 

... _,^ C cos\(a — b) 
tangt(A-HB) = cot ^ —S 

f / A T>N G sin|(a — b) 
tangl( A — B) = cot r-rz tt ' 

1/ rx G cosi(A — B) 

tangf (a -j- 6) = tang 7-^— > 

^*^ ^ ^2 cos^(A-f-B) 

qui deviennent, dans le cas actuel, 

1 /^ „ P«'Z cosi(9o«— 'CD'— z') 

tangi(Z-+-T') = cot P-^ -S 

^*^ ^ a cos|(9o°-(J0'-+-V) 

1/^ „ Pa'Z sinj(9o«— (©'— ij') 
tangi(Z — T') = cot p^ — -S 



Calculs auxiliaires. 

90"= 89^60' 
(jb)'=8i°3i' 

90»— (jt)'= 8*» 26' 

^ = 40 «53. 56, 3 

go*»— CD'— V =— 32.27.56,3 

00'*— CE)' — .3' 

^^^ î=^ ^=— i6.i3.58,i5 

2 ' 

90*»— (Jt)'-4-V= 49.19.56,3 
90*— CD' -h V . o r« /- 

2 ; = 24.39.58,15 

Pa'Z= 43.29. 8,3 
Pa'Z 



2 



= 21.44*34,15 
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Calcul de Z et z' . 

Pa'Z 
logcot-^ =0,3992292 

logcos^î ^ = 1,9823316 

, 90°— CP'-+-^' 
— iQg cos ^ = o, 0415533 
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Iogtang|(Z-i-T') = o,423ii4i 

i(Z-hT') = 69°i9'n",39 

log - sm y = i ,4464457 

— logsm^^ . =0,3795201 

log — tangi(Z — t') = 0,2261950 

|(t'-Z)= 590I3'5o^35 

'u' = i28*'33' i%74 

Z= 10° 5'2i'',o4 

T: = T'-(cil. — oA.')= 49'*43'23^44 

Calcul de ^. 

logtang ^ = 1, 662033 1 

log cos|( Z -I- t') = 7,5479606 
— logcos|(Z — t') = 0,2910837 

, 90*» — o 'Z~^ 
logtang 2 L:z= 1,0010774 

90" ~ y ^ i7035'2r,48 

90''— cp = 35*'io'42',96 

ç = 54^9' 17% 04 
Résultats : 

çp = 54*»49'17'',W, T = 49^43' 23% 44, t'= 128^33' r, 74. 

36. Trouver les valeurs de V ascension droite et de la 
déclinaison, en Van 1000^ d'une étoile qui avait 37** 1 5'i 9'^^ 
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de latitude et 48'' 28' 18" de longitude en Van 1800. On 

n^aura égard qu'au mouvement uniforme de précession 

du pôle que Uon supposera avoir lieu en 26800 ans sur 

un petit cercle sphérique égal à 23** 28'. 

(Paris, juillet 1887.) 

Formules à employer : 
X(long.) = ^S'^îS'iS 



2 5 800 



110** 



= 48° 23 '18"+-— = 48''23'i8''-f-'2'»47''26",5 = 5i<'io'44'',5, 

4j 

tanffX cos(M H- (o) _ . , ,__ 

lanff^A, = — ri ' tangCD = smJl) tang(M -h to). 

-. tanffS 
tangM = . "V > 

Résultats : 
M = 44'*i8'35%6, -l> = 33°18'3", (D = 53°20'4r,4. 

37. Les coordonnées équatoriales de l^ étoile ol de la 
Petite Ourse sont actuellement 

A, = [*'i6™ en temps sidéral, 
(Ô= 88*'4r en arc. 

On demande ce que deviendront ces coordonnées dans 
200 ans dHci, en vertu de la précession des équinoxes. 

On rappelle, d* ailleurs, que la précession des équi- 
noxes consiste en un mouvement du pôle s^ effectuant 
en 25 800 ans sur un petit cercle de la sphère céleste pa- 
rallèle à Vécliptique, dont le rayon sphérique est 

23^^27'. 

(Paris, novembre 1884.) 

On calcule d'abord la longitude X et la latitude ^ de 
l'étoile au moyen des formules 

^^"^^ - TîiTjï: ' ^^"^^ ssïN ' 

tang^ = siuX tang(N — u>), 
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qui donnent 

N = 89»34'16% 55, l = 86''55'37' , p = 66°5'26%6. 

Puis, après avoir remarqué que X, au bout de 200 ans, 
deviendra 

26800 

on revient des coordonnées écliptiques V et ^ aux coor- 
données équaloriales Jl' et CO' au moyen des formules 

-, tangP> „, taneX' cos(M-i- w) 

tangM = -r-Xyi tangc;V= — b ^ 

^ sinX '^ cosM 

tang(0'= sind)' lang(ÎVI -\- w). 
Résultats : 

M = 66*'5'27^ A>'= 5" a-" 59% (D= 89° 31' 36". 

38. En un lieu dont la latitude est 5o"38'44", Ici dé- 
clinaison du Soleil, le 10 août, à midi vrai, est 
i5*'3i'34'', et V équation du temps 5"8%i; le 11, à midi 
vrai, la déclinaison est de i5°i4'53", et V équation du 
temps 4" 58% 7. Calculer, en temps moyen, ^ heure du 
coucher du Soleil le 10 août, sans tenir compte ni de la 

réfraction ni de la parallaxe. 

(Gaen, juillet i883.) 

Pour résoudre cette question, on cherche d'abord quelle 
serait l'heure du coucher du Soleil si sa déclinaison du 
10 août restait constante; on calcule ensuite la valeur de 
la déclinaison pour cet instant, en admettant qu'elle varie 
uniformément dans l'intervalle de vingt-quatre heures. En- 
fin, la valeur ainsi trouvée pour la déclinaison servira à 
calculer l'heure vraie du coucher de l'astre au moyen de 
la formule {Jig- 28) 

cos(t: — SPZ) = tangcp langdO. 
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I** Calcul de l^ heure en supposant (D constant, 

log tang^ = 0,086144^ 
log tang(0 = 1,4437563 

log 008(11 — SPZ) = 1,5299008 

TT— SPZ= 70°II'53^67 

SPZ = ro9°48' 6', 33 = 7*' 19™ 12% 422 en temps vrai 

2° Déclinaison approximative du Soleil ci son cou- 
cher, — En supposant la variation de la déclinaison du 
Soleil proportionnelle au temps, pendant l'espace d'une 
journée, on a 

cô, = ce + (ûD'-(B)2^|22i22, 

86400 

CD'— (D = — i6'4i'' = — looi', 

log 1001"= 3,0004341 

log 26352, 4^2 = 4 j 4208205 

— log864oo = 5,0634863 

log - (CD'- (D) '^^l^'';^'^''' = 2, 4847409 = log3o5",3i = log5'5',3i 

00400 

(D, ^ i5°3i'34"— 5'5%3i = i5«26'28",49 

3^ Calcul de r heure du coucher, — En prenant, pour 
la déclinaison du Soleil à Theure du coucher, le 10 août, 
la valeur de (D^, plus approchée que Ot), on a 

log tang(p = 0,0861445 
log tang(jb)i — T, ^4i256o 

logcos(7c — SPZ) — T, 5274005 

TT — SPZ= 70» 18' 59' 

SPZ = i09°4i' i'=7»»i8"44» 

L'équation du temps à 7''.! 8" 44^ est 

E, = E -I- (E'- E)^^ = E - 2»,86 = 5"5',24. 
^ 86400 
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Or ^m= 'i^H- E5 par conséquent, l'heure cherchée est 
7»»i8"44'-+- 5"5%24 = 7'^23™49%24. 

39. Etablir les formules générales de la transfor- 
mation de V angle horaire en azimut et en hauteur. 

Calculer pour Bordeaux (o = 44^5o' 19") Vangle ho- 
raire et V azimut du coucher du Soleil, le 26 juillet 

i883. 

(Bordeaux, i883.) 

Déclinaison du Soleil, le 26, à midi vrai.. . 19*41 '3o'', 8 
» » le 27, à midi vrai... 19* 28^27*, 2 

La première partie se trouve dans tous les Traités d'As- 
tronomie. 

La seconde se résout comme dans l'exercice précédent : 
on cherche d'abord l'angle horaire en supposant la décli- 
naison du Soleil constante du 26 au 27, ce qui donne, par 
l'application de la formule cos(7i: — t) = tang^p tangCE), 

T = 7»» 23" 23», 4. 

On cherche ensuite une valeur plus approchée de la dé- 
clinaison du Soleil à son coucher, le 26; on trouve 

i9«3/29',53. 

Enfin, la formule déjà employée permet de trouver 
l'heure vraie du coucher du Soleil le 26, et donne 

7'' 23» 4». 
On calculera l'azimut au moyen de la formule 

( — h 00 1 = cos asinf — -hoj 



cos 
ou 



— sinOt) 
cos a = > 

C0S(p 
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déduite de la considération du triangle rectangle supplé- 
mentaire du triangle rectilatère PZS (^fig* 28). On trouve 

a = 118° 16' i6". 

Résultats : 

t: = 7"23'"4% a=ii8n6'16^ 

40. On propose de trouver V heure moyenne du cou- 
cher apparent du Soleil, le 1 5 septembre 1875, à Paris, 
en tenant compte de la parallaxe et de la réfraction. 
On sait que : 

1° La latitude de Paris est 48'' 5o' 11''; 

2** La réfraction fait paraître à V horizon les astres 
à 33' au-dessous de ce cercle; 

3° La parallaxe du Soleil est W, 86 ; 

4" La déclinaison du Soleil au moment de son cou- 
cher est 2° 59' 5 5''. 

5° Uéquation du temps au moment du coucher du 

Soleil est — ^^^1^, 

(Paris, juillet i885.) 

Soient (^fig> 28) 

Z le zénith de Paris; 

Pie pôle; 

S la position du Soleil lors de son coucher apparent. 

Nous avons à calculer l'angle en P du triangle SPZ. Or, 
dans ce triangle, on connaît les trois côtés 

SZ = a, distance zénithale corrigée de la 

réfraction et de la parallaxe. . . a = 90° 4- 33' — 8', 86 

PZ = 6, complément de la latitude cp 6 = 90° — 48"5o' 1 1' 

PS = c, complément de la déclinaison Ut), c = 90° — 2° 59' 55' 

Formule à employer : 



tanff- = 4/ — -. T^ ^-^ 

'2 y sin/?sin(/) — a) 
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a = 90 . 3^ . 5 1 , 1 4 
b = 41. 9.49 
c = 87. o. 5 

ip = 218. i'2.4^, 14 

p = 109.21.22,57 

p — a= i8.48.3i,4'i 

p — b= 68.11.33,57 

p — c = 22.21 .17,57 

log sin (/> — b) = 1 j 58o 1 744 

logsin(/? — c) — 7,9677530 

— log sin/? = 0,0252690 

— \ogs'm{p — a) = o,49i59[6 

2 log tang - = 0,0647880 

X 

log tang- = o, 0323940 

- =470 8'5^52 
2 

T r= 94° 16' I i",o4 = 6" 17™ 4% 736 

On a donc 

tm = -C — 4™ 52' = 6 '12'" 12% 736. 

41. Calculer la valeur de u par la formule 

Il — e sin a = nt^ 
en posant 

t=—t ^ = 0,01676697, /i=-— -, T = 365,2422. 
4 A 

(Glermoni, i883.) 

Première méthode. — Le développement de u en série 
est 

M = ^ -h e sin r -4- — sin 2 ^ 

H (3 sin 3 Ç — sin^) -^ — (2 sin4^ — sin2Ç) -f-. . .. 

^ o 

En rem arquant que, dans le cas actuel, J^=:/i/=— ^=90** 

4 
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et que, par conséquent, les termes en e-, e\ . . . dispa- 
raissent, on a, en négligeant les ternies en e^, 





II— — \- e 


--90» 


= 0,01676697 


loge — 2,2244546 
— logsini*— 5,3i44a5i 






log-A;= 3,5388797 


e - o°57'38%43 




loge» r- 6,6633638 






— log 2 — 1,6989700 
— log sin i'— 5,3x44251 






g3 

log — ^— „ — 1,6767089 
^ 2Sini ' 


pi 

o»,47 



M = 90'' 5/ 37% 96 

Seconde méthode, — On peut aussi appliquer la mé- 
thode des approximations successives à l'équation 

u = nt -h e sïnu. 
On a ainsi tout d'abord 



puis 
Or 



Mo = 90 , 

Ml = 90*»-!- e = 90° 57' 38', 43, 

M2 = 90** -4- e sin 90° 57' 38*^,43. 

loge = 2,2244546 

log sin 90^57' 38", 43 = 7,9999389 

— log sin i" = 5,3i44î>'5i 

esin90°57^38'.43^3 3gg^3g 
^ sin i" ' 



d'où 



Mî=90*57'37*,94, 
et ainsi de suite. 
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En s'arrêtantà ^2, le résultat ne diffère du précédent que 

de o",02. 

Résultat : 

M = 90° 57' 37', 96. 

42. V excentricité d' une planète étant supposée égale 
à \y calculer V anomalie vraie et V anomalie moyenne 
correspondant à une anomalie excentrique égale à 

4o«i7'34",74. 

(Paris, juillet 1876.) 
Formules à employer : 



tang 



2 y I — e 



e I 



nt =^ u — e siau. 



Calcul de 0. 



ilog5 = 0,3494850 



— -log3= 1,7614394 
log tang - = T,5645i02 
log^tang- = 1,6754346 

A 

- =25°2o'36%25 
2 

6 = 5o'»4i'i2',5 



Calcul de nt. 

loge = 1,3979400 

logsini^ = 1,8107004 

— logsmt''= 5,3i4425i 

^off — : — ir = 4î523o655 
° sini 

;7r =33347^67= 9°. 15.47", 67 



Slil I 



u = 40.17.34,74 
Ai« = 3i. 1 .47î07 



Résultats : 



= 50°4i'12',5, n< = 31°1'47',07. 



43. U excentricité d'une planète étant égale à j, 
calculer V anomalie vraie et V anomalie moyenne cor- 
respondant à une anomalie excentrique égale à 

3o«i9'24'',54. 

(Dijon, juillet 1880.) 
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Résultats : 

6 = 38«33'45',8, nt = aS'^B'arjA. 

44. La durée de la révolution d'une planète autour 

du Soleil est de io35J,438; V excentricité de son orbite 

est 0,245367. Calculer le temps qui s^ écoule depuis le 

passage de la planète à son périhélie, jusqu'à l'instant 

auquel son rayon vecteur est perpendiculaire au grand 

axe, 

(Paris, novembre 1880.) 

Formules à employer : 



tang 



2 y i-h e 



tang - u, nt — u — e sin m, 

-h e ^ '2 


air 


Calculs auxiliaires. 




1 — e - _ 0,754633 




1 -H é» — 1 ,945367 




6-90° 





Calcul de u. Calcul de nt. 

log(i — e) = 1,8777358 loge = 1,3898161 

— log(i -h e) = 1,9047026 logsin/f = 7,9866 1 65 

u - o ,00, -logsini'^=5,3i4425i 

2 log tanjç -= 1 ,7824384 . 

° ^2 ' / ^ ^ , e sin w , _ 

„ „ log-i^- = 4,69073-7 

logtang-^,,891219^ ^^.^^ 

-. — j- = 49063 , 4 

?^ = 37«53'53',6 

•2 / ^^ = 272867,2 

u = 75^7' 47", 2 n^ = 2238o3,8 

2238o3*,8 -_. ,^., 

« = — — X io35J,438 

I 296000 

log2238o3%8 = 5,3498674 

— log 1296000 = 7,8873960 

logio35,438 = 3,oi5i24i 

log^ = 2,2523865 
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Résultai : 

< =1781,8078 ou 178J19''23™13%92. 

45. Le demi grand axe de V orbite d^une planète est 

égala 2,954267; V excentricité est égale à 0,218709. 

Étant donnée l^ anomalie vraie égale à 1 43° 28' 17", 6, 

calculer les valeurs correspondantes du rayon vecteur 

et de Vanomalie moyenne. 

(École Normale, 1880.) 

Formules à employer : 

Il , /i — e 6 

r = a(i — e cos m), nt =: u — e sin u. 
Résultats : 

u = 135*» II' 55*, r = 3,412725, nt = 126** 22' 6', 79. 

46. L^ anomalie vraie d^ une planète est 1 12"28'42^',5. 

L'excentricité de V orbite est égale au sinus de 2** 3'4 ^'',8 1 . 

Trouver Vanomalie moyenne, 

(Toulouse, i883.) 

La formule tang- = 4 / — ^ — tang - se réduit ici à 

u , /i — sin a 6 /tt a\ 6 

tang- =i/ '. — tang- = tang( tang-. 

x y I -h sin a ° '1 ° \ 4 2 / 2 

Calculs auxiliaires, 

6 
2 



O I II 



- = 56.14.21 ,25 



- = 1 . 1 .5i,4o5 
2 

- = 44.59.60 
4 



71 a 



- — - =43.58. 8,595 
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Calcul de u. Calcul de nt. 

- 6 , « ft loff sina = 2,556o4q5 

logtang- =0,1749308 ^ . _' /^ 

2 logsinw = 1 ,9714173 

logtang(^-^) =1,9843677 -logsini'= 5,3i44a52 

loge sin a = 3,8418920 

logtangj =0,1592985 ^^.^^^ gg^g,_5^ 

îi = 55» ,6'48' " = ^9*°'®' 

2 nt = u — e sina = 39io67'',49 

u =iio''33'36'' =108*» 3/ 47', 5 

Résultat : 

/ir = 108"37'47%5. 

47. Calculer l^ anomalie excentrique et V anomalie 

moyenne (Tune planète, sachant que V anomalie vraie 

est de 123° 87' 1 5" et que V excentricité de V orbite a pour 

valeur 0,016759566. 

(Paris, novembre 1879.) 

Résultats : 

u = 122°49'2', 74, nt = 122"»0'37'', 55. 

48. 1° On a trouvé, à un certain instant et dans un 
certain lieu, que la déclinaison du Soleil était 

(0 = 23° 26' 8% 57, 
et son ascension droite 

Jl, = 5M8'"5o%54. 

On demande Vobliquité vraie ou apparente s de 
V écliptique et la longitude vraie Q du Soleil. 

2° Sachant, en outre, qu'à V instant considéré la 
longitude du nœud de l'orbite lunaire est 

8 = 272-37', 4 
et réduisant les formules de la natation à 

W= — 17^24 sinQ— 1^269 sin2 0» 
û = 9*, 223 cos Q -h o", 55 cos 2 O, 
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3o3 



on demande V obliquité moyenne e» de V écliptique et la 

longitude Qn du Soleil, comptée à partir de V équinoxe 

moyen. 

(Paris, juillet 1884.) 

1° On a, pour déterminer e, la formule 

tang(© 



tangs = 



sinjlo 



Pour transformer les coordonnées équatoriales en coor- 
données écHpliques, on se servira ensuite des formules 



tangO 



tangeilî) cos(N — s") 
cosN 



tangN = 



tangOfc). 
sinJU ' 



dans le cas présent, N= e, en sorte que 

tangX 



tangO = 



Calcul de s. 

log tangCD = 1,6869679 
— logsinX = o,ooo5i49 

log tange = 1,6874828 
£ = 23°27'37^8 

2° Calcul de W. 

log 17", 24 = 1,2865373 
log sin 272** 87' 24"= 1^,9995446 

log — 1 7*^, 24 sin 8 = 1,2860819 
— i7',24sinS2 = 17'', 221 

log 1'', 269 = o, 1084616 
logsin20 = 2,9504281 

log 1", 269 sin 2 O = T , 0588897 log 
i'', 269 sin 2 O = o', 1 1 82 1 

W = i7% 10779; Û 



cose 

Calcul de ©. 

logtangJl) = 1,8122659 
— log cos £ = o , 0874722 

logtangO = 1,3497881 
= 87'' 26' 27" 



Calcul 

log 9% 228 
log cos 8 

Iog9',223cos8 

9", 228 cos 8 

log o", ^S 

log — cos 2© 

— o',55 COS2O 

— o', 55 cos 2© 

= — o'', 12567. 



de 12. 

= 0,9648722 
= 2,6605790 

= 1,62545 12 
= o', 42218 

= 1,7408627 
= 1,9982648 

= 1,7886275 
= o", 54780 



L'obliquité v^aie e, l'obliquité moyenne £« etlanutation 
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en obliquité sont liées entre elles par la formule 

ce qui donne 

£« = 23° 27' 37% 67433. 

Le mouvement de précession ^, le mouvement moyen 
de précession tp,i et la nutation eu longitude W sont liés 
entre eux par la relation 

^ et ^n étant comptés positivement dans le sens rétrograde, 
et W positivement dans le sens direct à partir de l'équi- 
noxe vrai. On a ainsi 

Qn=Q-W, 

c'est-à-dire 

0«-87^26'r,893. 

49. On donne la distance zénithale apparente de 

Vénus 

Z'=6r43', 

et la parallaxe horizontale xs = 20" correspondant à la 

même distance au centre de la Terre, supposée sphé- 

rique. On demande la distance zénithale géocentrique. 

Vérifier le résultat en déterminant inversement la dis- 

tance zénithale apparente au moyen de la distance 

zénithale géocentrique, 

(Paris, juillet 1882.) 

i" En appelant z la distance zénithale géocentrique et/> 
la parallaxe correspondant à l'observation, on a 

z =^ z' — p avec /? — msin^'. 

logw = 1 ,3oio3oo 
log siii<3'= 7,9562678 

log/>= 1,2572978 

/? = i8",o84 
;5'=64°43' 

^ = 64°42'4r,916 
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2® On a maintenant 2'= z -|- /?, puis, d'après la formule 
de Delambre, 

pz=z^siïiz-^U^j sin2z-¥-... (»); 

tous les termes qui suivent le premier pouvant être né- 
gligés pour un astre autre que la Lune, on a 

r . 
p = -^sinz ou p = ms\nz. 

logTïJ = i,3oio3oo 
log sin^ = 1,9562497 

log/?= 1,2572797 

/?= I8^o83 

z = 64**4îi'4I^9ïfi 
^ = 64" 42' 59^,999 

SO. Etablir la formule 

24-f-({X — Jl) 

qui donne V heure solaire moyenne du passage au me- 
ridien de Paris d'une planète quelconque. H„, est 
V heure cherchée; Ap et AQm sont les ascensions droites 



(*) Voici comment on établit cette formule. 

De la relation 

sin^o _ /• 

sin {p -{- z) ~ ci 

on tire 

/• . 
- sinz 
a 
tang/7 = — 



I — -i C0S5 

d 
Or on a, en développant^, défini par la relation tang^ = , 

I ~i~ rt COSwC/ 

y = nsinx smaa? + -r-sinox -h. . .-\ sin(2/? -f-i)a7-H. . .; 

•^ 2 3 2/? -hi . 

par conséquent, 

p = -zsinz -{- ' l-^\ sin2s-h-/-3) sinS^H- 

ViLLiE. — Comp, II. 20 
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de la planète et du Soleil moyen au midi moyen qui 
précède le passage de la planète au méridien; [jl et [x' 
sont les variations que subissent Ap et Aq„i quand on 
passe du midi moyen qui précède le passage de la pla- 
nète au méridien au midi moyen qui le suit. On sup- 
pose d^ailleurs que le mouvement en ascension droite 
de la planète peut être considéré comme uniforme dans 
un intervalle de temps au plus égal à ii^ moyennes, 

A^ppLicATioN. — Trouver ^ heuî^e moyenne du passage 
de Mars au méridien de Paris y le iÇ^ juin 1875. On a, 
pour ce calcul, d'après la Connaissance des Temps, les 
données suivantes : 

\p= 17'» 44» 52% 53 
V0„i = Hi ( heure sidérale) — 6'' i6"47'î 4i 

jjl'=: o»* 3™ 56% 56 

(Paris, novembre i885.) 

Appelons A'^ et A'q,„ les ascensions droites de la planète 
et du Soleil au moment du passage de la planète au méri- 
dien ; nous aurons 

H,;, = Ap — -V^ , 



A' = A 



24 



A' — A -4- 11^ ^ 



d'où 



H,„= Ap— Aq,„h 7(1^—1^') 



et, par conséquent, 

_ 24''(Ap— A0,„) 

X].//{ — ^— — 

24*' -h fJl'— (X 



(•) Valeur négative, parce que le mouvement de la planète est ré- 
trograde. 
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Application : 

A0„,= 6'^i6"47%4i -{x = oV»23%42 

A;,— A0;,»=ii''28" 5», 12 iJi'— îJt = o»'5"i9%98 

d'où 

„ 24»" X II'» 28" 5', 12 86400 X 41285,12 



Résultat 



24" 5" 19% 98 86719,98 

lo g 86400 = 4, 9365 137 

log4i285,i2 = 4,6157935 

— log867i9,98 = 5,0618809 

H ,„ = 4,6141881 
H,;»= 4ii32",78 = 11" 25™ 32', 78. 



51. Les hauteurs apparentes de deux étoiles sont res- 
pectivement égales à 48'o'49"et 7o®34'9"; leur distance 
apparente est 58**8'48". Les réfractions, calculées pour 
chacune des étoiles, sont respectivement o' 52'',4 et 20", 54 : 

i** Calculer les éléments nécessaires pour déterminer 
la distance vraie de ces étoiles; 

2** Former avec ces éléments le Tableau des calculs à 
effectuer pour arriver à son expression numérique. 

(Montpellier, 1880.) 

Soient E et L {fig* 26) les positions apparentes des 
deux étoiles^ désignons par E' et U leur position vraie, 
c'est-à-dire leur position apparente corrigée de la réfrac- 
tion. Les deux triangles ZEL et ZE'U donnent, en appe- 
lant a, è, D les hauteurs et distance apparentes, a\ b\ D' 
les hauteurs et distance vraies, 

_ cosD — sinasin6 cosD' — sina'sinô' 

cosZ = r = ; -n , 

cos a cos o cos a cos 6 

ou, en ajoutant i aux deux derniers membres, 

cosD-4"COs(a-i-6) _ cosD'-i-cosCa'-}- 6') 
cosacos6 "^ cosa'cosô' 
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c'est-à-dire 



2 COS COS ( 

1 \ \ 



— D I 1—2 sin* h COS {a'-i-b') 



COS a COS 6 COS a' COS 6' 

ou encore 



a-hÔH-D /a-4-6-i-D 

2 COS COS 

2 



-^D) — 2SlIl2 h 2 COS* 

/ 2 2 



COS a COS 6 COS a' cos b' 

Divisant les deux membres par 2, et multipliant par 
cos a' COS 6', il vient 

,., , if COS cos( Djcosa coso 

. . D , a H- fc» '}. 

sin2 — = cos* 



( ; D 1 cosa 



2 2 COS a COS 6 

OU 



_^, COS cosi — .— D 1 cosa COS 

sin* — 



( — .— D 1 cosa I 



2, COS a COS 5 



:r = ï — 



COS* cos* 

2 2 

Le dernier terme est inférieur à l'unité, sinon le pre- 
mier membre ne saurait être positif; mais il est facile de 
voir aussi qu'il est positif. En effet, les cinq facteurs 

n' ' h' 

cosa', cosè', cosa, cosè, cos^ — — — sont positifs; d'ail- 

leurs a-i- 6-hD est toujours inférieur à 180**; car on a, 
sur la figure, D < ZE -f- ZL, c'est-à-dire, en ajoutant aux 
deux membres la somme a-i-i, D-l-a-4-6<; 180°. Nous 
pouvons donc poser 

I , /cosa' cos 6' a -I- 6-f- D /a -f- 6 H- D Tx 

incp = -, j-, 4/ 7- COS cos( D , 

^ a -\-b \ COS a cos b 2 \ 2 / 



SI 

COS 



et il vient alors 

. D' a'^b' 

sin — = COS COS ce. 

-2 2 
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a 



Hauteur apparente 48. 0.49 

Réfraction o.52,4 

Hauteur vraie 47-59.56,6 

s 

Calcul de cp. 

D= 58'. 8.48 
a = 48. 0.49 
6 = 70.34. 9 



70.34. 9 
0.20,54 

70.33.48,46 



— log cosa = o , 1746038 

— logcos6 =0,4779882 



a-f-6 + D = 176.43.46 
a-l-6-i-D 



logcos 



a-4- 6 -+- D 



= 2,4554099 



2 



= 88.21.53 logcosf Dj= 1,9365721 



2 



— D = 3o . 1 3 . 5 
a'= 47*59.56,6 
6'«= 70.33.48,46 

a'-hè' =118.33.45,06 
'''"^^' = 59°i6'52%53 



log cosa' = 1 ,8255188 
log cos 6' = T , 522 1 344 
2 log s/ = 2,3922272 



logv' = 1 ,1961136 



2 



col cos 



a 



h' 



= 0,2919286 



Calcul de D'. 

1 a:-\-h' _ . , 
logcos = 1,7080714 

log cos<p = 1,9784101 

D' 1 
logsin — = 1, 6864815 

D' = 58°8' 

S2. Calculer une éclipse de Lune : 

Heure de l'opposition en ascension droite, 
temps moyen 

Déclinaison de la Lune à cette époque 

Déclinaison du Soleil 



iogsincp = 1 ,4880422 
cp= i7*>55'i%3 





17' 39™ 


3o' 


,3 


(jb) = 


4.53. 


*7 


r 

,4 


. Ob) 


— 3.57. 


i5 


.9 



3lO TROISIÈME PARTIE. 

3o.ii,3 



Mouvement horaire en ascension droite de j dAJ 



la Lune \ dt 

Mouvement horaire en ascension droite du ) d^K 

Soleil I W^ ■^•'^'•* 

Mouvement horaire en déclinaison de la ) d(Sd' _ 

Lune \ dt ~~ ' ' 

Mouvement horaire en déclinaison du Soleil, —f- = — 58,7 

dt '^ 

Parallaxe horizontale équatoriale de la Lune. ni' = ^7.59,9 

parallaxe horizontale équatoriale du Soleil. m =- 8,9 

Demi-diamètre de la Lune .A' = 15.49,8 

Demi-diamètre du Soleil A = 16. 7,9 

On demande l'époque du commencement, du milieu 

et de la fin de V éclipse, 

(Paris, juillet 1879.) 

Formules à employer : 

at 






tangrs = j-—^ -TT > n = ■ — rr» 

^ d{Od-^(£>') cos N 

di 

To = COSN, Ti= COSN COSd;, T2= cosN-h-costL, 

n n n ^ n n ^ 

61 \ 

D = — -(m'-hni — A)-t- A', sintL =— c^sinN. 
60^ ^ 

A = o,56. 1,5 
= 0.28. 0,75 

~dt ~"di ^ 27.53,3 
n = ^^ =- i5.,4,9 

log(^--^) = 3,2235738 log(-/i') = 2,9613736 

log cos 1 (CD H- (D') = T, 9999856 — logcosN = o, 3189853 

— log(— n!) = 3,0386264 loge— n) = 3,2803589 

logtang(— N) = 0,2621858 n =— 3i'47'' 
N =— 6i*i9'5i',4 



ASTRONOMIE. 3 I I 

tît'= 57.59,9 iogX r= 3^526533 1 

m = o, 8,9 log.sin — N = T,943200jî 

ni'H-mrrr 58. 8,8 — logD =4,4543571 

A := 16. 7,9 log siin)^ = 1,924090» 

nr'H-m — A r=:42. 0,9 == 42',oi5 i^=57°6'5%6 

61 , , 

-7- (m -f- 75T — A)= ^1,^2,^l5 
A'=: ,5.49,8 

c^ = 58.3'2,7i5 
Epoque de la plus grande phase ou milieu de l'éclipsé : 

logXr= 3,5265331 

log cosN = T,68ioi47 

— log(—/i) = 4,719641» 

logTor:^ 1,9271889 

To = o^845646 = o"5o™44%3 

Milieu de Téelipse : 

i7»'39™3o%3 -T- o"5o™44«,3 = 18"30'"U%6. 

Epoques du commencement el de la fin de l'éclipsé : 

log^ — 3,5456429 

logcos^" = 1,7349211 

— \og(—n) = 4,7196411 

, <)cos<l 

log =0,00020DI 

Dcos4; . , »' "' •*- 
= I ", 00047 = 1.0. 1,69 

zq = 0.50.44 j 3 

T, =—0. 9.17,39 
T2 =H-I. 50.45, 99 

Époque de l'opposilion : 

i7"39™3o%3. 
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Commencement de réclipse : 

17 '30™ 12% 91. 

Fin de Téclipse : 

19" 30 "16% 29. 

53. Le 17 juillet 1888, les coordonnées héliocentri- 
ques de Vénus ont pour valeurs 

41(long.) = ii9°4'57\6, 'Ub(lat.bor.) = 2°i9'59%8, r =.0,7185017. 

On demande de calculer la longitude et la latitude 
géocentriques de cette planète , sachant que ce même 
jour la Terre a pour coordonnées héliocentriques 

L(long.) r= 295*^15' 32'% 10, R=: 1,0162454. 

(Nancy, juillet 1888.) 

Formules à employer : 

D cos p cos \~r cos \)1) cos 4;^ — R cos L, 
D cos 3 sin X — /• cos iJb sin 4^— R sin L, 
D sinp — /• sinllî). 

Ces formules donnent 

rsinL 



tang^l- 
tangX — 



I — 



/• cosUb cos.^ 
RcosL ' 



tangP = 



rcosDi) cos4;[^ 

,, cosX 
sm lii) cos ^ ^ cos 4^ 



^^^ ,,, .j H R cos L 

cos ili) cos i cos L I — 



rcosDÎ) cos 4;; 

Calcul de X. 

logR — 0,0069986 

— logr = 0,1435722 

— log cosilb = o,ooo36o2 

— log — cos 41= o,3i33oo3 

log — sin L = T, 9563551 

log cosL = T,63oi322 
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lo 



R sinL 



or 



iog — 



^ rcosUbcos-t^ 
R cosL 



= o,4îio5864 



= 0,0943635 



R sinL 



rcosDb cos4^ 

Iog — tang4^ =0,2547716 



rcosl)bcos4^ 

R cos L 

rcosDb cos 4^ 



tang4^ 



lt>g 



[,^ RsinL n 

^^ rcosUbcos^J 

, r RcosL "I 

— Iog I rx 

l rcosUbcos41J 



0,6465750 tang^— 



R sinL 



= 1 ,649280! 



I — 



rcosiJb cos 4^ 

R cosL 
rcosDbcos^^ 



2,6338218 

— 1,2426920 
-»î7979252 
— 4,4317470 

2 , 2426920 



Iog — tang X = o , 2958054 
^_X= 63° 9' 29% 7 
X= 116^50' 30% 3 

Calcul de p. 



-iog[i:- 



logtangiJb 

Iog — cosX 

— Iog — cos4^ 

R cos L "1 

rcosDb cos4^J 

Iog tang p 



= 2,6100839 
= T, 6546845 
= o,3i33oo3 

= T, 6492304 



M 



2,2272991 
0*»58'0%8 



54. Le 17 juillet 1880, à midi moyen de Paris, la 
planète Mars a pour coordonnées héliocentriques 

4^(long.) =i67<'5'26%3, Hb(lat.) = i''37'37%8, 

Iog/' = 0,2204213. 

Au même instant, les coordonnées du Soleil sont 
O = ii5**i2'9%2, logR = 0,0069929. 

Déterminer la longitude et la latitude géocentriques 

de la planète à V instant considéré. 

(Lyon, 1880.) 

Résultats : 



X(long.) = 147^49' 40%3, p(lat.) = l^'B'BA'O. 



k 

V 






tang- =4/ ;tang-, 
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%5o. Étant donnés les éléments suivants d^ une planète : 

^. I® Longitude du nœud ascendant S = ôS^Si'SS* 

'^ *V Longitude du périhélie w = 71*3 1' 52* 

3° Inclinaison de l'orbite sur l'écliptique. i= 5"36' 

'4° Excentricité e — o, 1233246 

que. demande de calculer : i® l^ anomalie vraie 6 cor- 
y.èspondante à une valeur donnée de l'anomalie ex- 
centrique ?^ = 52°48'42"; 2® la longitude J^et la lati- 
tude i)b {coordonnées héliocentriques de cette planète 

dans la position considérée), 

(Clermont, juillet 1888.) 

Formules à employer : 

1 \ 1 
u = ni -1-6 — 8, 
tang ( ^ — Q ) = tang u cos «, 

tangp = sin(4^— Q)tang«. 

Calculs auxiliaires, 

I-+- e = 1 ,1233246 

I — e = 0,8766754 
log(i -h e) = o,o5o5o52 
log(i — e) = 1,9428388 

- =26*24'2l'' 

2 
Calcul de 6. Calcul de u. 

I log(i -4- e) = 0,0252526 w = 71.31. 52 

llog(i — e) = o,o2858o6 6= 58. 40. 36, 6 

U _ m -h ô = i3o.i2.28,6 

logtang- =- 1,6959465 ^^ 68 .3..35 

logtang- = T, 7497797 ^^ 61.40.53,6 

- =29° 20' 18', 3 
6 = 58° 40' 36', 6 
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Calcul de ^, Calcul de 



f 



r^ 2,6338218 
log tang{£ = 0,2685241 log sin(4^— Q) = 1 ,94 

logcost = 1,9979223 ^^^^^"^' "^ !l2^ — 1,2426920 

log tang{4^— Q) — 0,2664464 log tangi)J> = 2,9^ 

^_Q= 61-34' o',9 ifî> = 4055^ -''7979252 

Q- ^«^3i'35^ V-4,43i747o 

41-I30'» 5' 35', 9 \ 

Résultats : ^ 2,2426920 

= 58'40'36',6, .(;-130 5'35 ,9, ift> = 4°55'40%9. 

56. Connaissant la longitude d^une planète dans 
son orbite, ainsi que l'inclinaison de V orbite et la lon- 
gitude du nœud ascendant, calculer la longitude et la 
latitude héliocentriques. 

Données numériques : 

l = longitude dans Torbite 344 •27. 19,6 

8 = longitude du nœud ascendant . . . 172.44 '34 
i = inclinaison de l'orbite 34*43.55 

(Marseille, novembre 1888.) 
Formules à employer : 

w = /— S, tang(^— 8)=tangMcosi, tangali)=sin(4^— 8)tang/. 

Calcul de u. 

/- 344^27' 19% 6 
8-^72»4£3r_ 

// = f7i**42'45",6 

Calcul de J^ Calcul de \\\y. 

log — tangM = T, 1633356 log sin(.Ç^ — Q) = 1,0750246 

logcosi = 1,9147801 log tangi = 1,8408949 

log — tang(4^ — 8)= 1,0781157 logtanglJÎ) = 2,9159195 

iï-(-C-8)= 6M9'34',i '\ft> = 4M2'37",6 

< — Q-173^10'25',9 

Q = 172*» 44' 34" 

4:= 345^54' 59%9 
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.Résultats : 

^ = 345^54'59',9, ilb = 4°42'37',6. 

57. Le 9 juillet \ 889, à midi moyen de Paris, les 
coordonnées équatoriales du centre de la Lune seront : 

Ascension droite 1 5** 54™ 2', 6 

Déclinaison — 16°39'35'',9 

Calculer, pour cet instant, les coordonnées éclipti- 
ques du même centre, savoir : la longitude J^et la lati- 
tude iJl) et, en outre, la longitude dans Vorbite /, en 
sachant que V obliquité de Vécliptique aura alors pour 
valeur 

et que la longitude du nœud ascendant sera 

8 =ioi"5o'io\ 

(Lille, juillet 1889.) 

La première partie de l'exercice consiste en une trans- 
formation de coordonnées équatoriales en coordonnées 
éclipliques. On trouve 

4^= 239°54'3r',i, Db = 3°33'44",2. 

L'hypoténuse du triangle rectangle formé par les arcs 
qui mesurent soit l'ascension droite et la déclinaison, soit 
la longitude et la latitude, donne l'argument de latitude u ; 
on calcule ensuite / par la relation 

Calcul de L 

log — cosX = 7,7179510 
log cosdfe) = 1,9813759 

log — cosw = 1,6993269 

u — 71= 59*'58'22^I 
/=34I*>48'32^I 
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Résultais : 

^= 239°54'31M, Db = 3°33'4r,2, l = 341«48'32',1. 

58. Za comète de Donatifut observée à Washington, 
le i'6 octobre i858, à 6**26"'2i%oi, temps moyen, par 
James Ferguson, qui trouva pour V ascension droite et 
la déclinaison corrigées de la réfraction 

X= 236*»48' o",5, 
(©' = — 7* 36' 52% 8. 

Le demi grUnd axe de r orbite de la Terre étant pris 

pour unité, le logarithme de la distance de la comète 

à la Terre était 

logA = T,7444; 

on demande le lieu géocentrique correspondant. 
On a, pour Washington, 

<p = 38"53'39%3, 
logpcoscp'= 1,8917, 
logp sincp'=ï,7955, 

en désignant par <p la latitude géographique, par cp' la 
latitude géocentrique et par p le rayon de la Terre en 
ce lieu. 

La parallaxe horizontale du Soleil, tsq est 8'', Sji i6, 
et le temps moyen de Inobservation réduit en temps si- 
déral est 

6 = i9"55'"i6%98. 

(Paris, juillet 1881.) 

Ts et njo étant les parallaxes de la comète, située respec- 
tivement à des distances de la Terre égales à A et au demi 
grand axe de l'orbite terrestre, on a 

sinTïT I 



smcTo A 
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OU, avec une approximation suffisamment grande. 



TÎT 



Wq 



Les formules donnant les parallaxes en ascension droite 
et déclinaison, quand on passe d'un point de la surface 
terrestre au centre de la Terre, sont 



c;^ 



— tAo — 



pm coscp' sin(6 — X') 
cos(ô' 



tanecp' 
cos(0 — Jl> ) 



siny 



= 298°49'i4",7 
.V= 236^48' o%5 

— Jl,'= 67? ri4",2 

iogTno= o,933o335 
— logA = o,2556ooo 

logTîj = 1,1 88633 5 

logp cosç'= 7,8917000 
Iogsin(6 — oilo') = 1,9460179 • 
— log cos CD' = o , oo38468 

Iog(X — X') = 1 ,0301982 
"Ao — çj\ù = 10, 72 



log tang (p' = 1 , 9o38ooo 
— log ços(ô— JW') = 0,3286847 

g tang Y = 0,2824847 

ï = 59° 39' 6" 
Y — (E)'=67«i5'58%8 

logi»= 1,1 886335 

logp sin<p'= T, 7955000 

log sin( Y — (D') = 1,9648774 

— log sinY = 0,0640046 

log((îfc> — CD') = i,oi3oi55 
(D — (D'= 10", 3 



Résultat : le lieu géocentrique de la comète est donc 
4, = 236'»48'ir,22, (D = — 7°36'42",5. 



FIN. 
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